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L’ axiomatisation
et les théories économiques

Philippe Mongin*

Ce travail réexamine la « méthode axiomatique » avant de montrer comment
elle s’applique en théorie de I'équilibre général avec Debreu, en théorie de la déci-
sion avec von Neumann et Morgenstern, en théorie normative avec Arrow, Nash
et leurs successeurs. On fera ressortir ce qui différencie I'axiomatisation des autres
procédés de formalisation mathématique : principalement, la notion de systéme
formel et l'interaction réglée d’'une syntaxe et d’une sémantique. On défendra I'idée
que les calculs logiques constituent un modéle au moins imitable analogiquement
par toutes les axiomatisations. Celles des économistes répondent au « genre
ensembliste » représenté ailleurs par Bourbaki tout en présentant une forte spéci-
ficité. La sémantique y est peu formalisée et souvent fixée une fois pour toutes; les
systémes formels sont « théorématiques » plutét que « définitionnels », suivant
une distinction nouvelle introduite par ce travail. Il conduit a remettre en cause la
notion d’axiomatique retenue par I'économie normative.

THE AXIOMATIC METHOD AND ECONOMIC THEORIES

This essay aims at first reconsidering the « axiomatic method », and then
showing how it is implemented in Debreu’ s general equilibrium theory, von Neu-
mann and Morgenstern’s theory of decision, and Arrow’s, Nash’s and their fol-
lowers’ contributions to normative economics. We separate an axiomatisation from
other ways of formalization in terms of the following : first, a formal system, and
second, the orderly interaction of a syntax and a semantics. We argue that logical
caleuli constitute a model of axiomatization that can be reproduced at least analo-
gically elsewhere in science. Although economic axiomatizations follow Bourbaki’s
set-theoretic style, they exhibit strongly distinctive features. Semantics is hardly for-
malized, and very often kept fixed throughout. In terms of a novel distinction of this
paper, the economists’ formal systems are « theorematic » rather than
« definitional ». We conclude by objecting to the notion of axiomatisation adopted
in normative economics.

Classification JEL : B20, B41, C00, C70, D70
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INTRODUCTION

On fait gloire a Euclide d’avoir le premier mis en ceuvre une méthode parti-
culiere d’examen et de présentation des résultats géométriques, I’axiomatique.
Depuis lors, elle a régulierement sollicité les réflexions des mathématiciens, des
logiciens, des philosophes. Leurs conceptions se sont modifiées radicalement a
la fin du X1X° siécle et dans la premiére moitié du XXx°. C’est alors que la géomé-
trie s’est libérée de I’emprise euclidienne pour s’exprimer dans des systemes
axiomatiques d’un genre nouveau; que la logique ancienne, héritée d’ Aristote, a
fait place a celle que I’on enseigne aujourd’hui; enfin, que des difficultés inat-
tendues semblérent un instant menacer 1’édifice entier des mathématiques en
méme temps que la théorie des ensembles. Une aussi longue histoire devait
aboutir a une stratification complexe de sens et d’usages. Elle se complique
encore de la diffusion récente de la méthode a d’autres disciplines que la logique
et les mathématiques. Des variantes plus particulierement adaptées aux
« sciences empiriques » sont apparues au XX° siécle, avec, notamment, 1’axio-
matisation de la mécanique quantique et les premiéres axiomatisations économi-
ques. En bref, on ne peut se réclamer aujourd’hui d’une définition simple de la
« méthode axiomatique » : le premier objectif de ce travail consistera justement
a en dégager la notion, tout en indiquant la maniere dont elle se diversifie suivant
les domaines. Le second objectif est monographique : nous étudierons les prin-
cipales axiomatisations disponibles en économie théorique, en la comprenant
dans un sens large qui est conforme a I’époque (nous y incluons la théorie des
jeux et celle de la décision individuelle, ainsi que la théorie du choix social et ses
développements, qui jouxtent la philosophie morale et politique).

Deux particularités signalent immédiatement 1’ utilisation que les économistes
font de I’axiomatique. D’une part, elle intervient souvent dans le cours méme du
travail théorique, et son application peut alors représenter une avancée reconnue,
alors que les axiomatisations physiques surviennent apres coup et — sauf peut-
étre en mécanique quantique — ne passent pas pour constituer des résultats
importants'. D’autre part, les spécificités de la méthode apparaissent insuffisam-
ment comprises par ceux-la mémes qui la pratiquent et la valorisent. L’écono-
miste mathématisant trahit une difficulté certaine a distinguer la « méthode
axiomatique » des autres genres de formalisation qui ont cours dans sa discipline.
Quant aux adversaires de la mathématisation en économie, on ne peut évidem-
ment pas espérer qu’ils fassent le détail parmi les différents procédés disponi-
bles”. Une importance reconnue & la méthode, qu’il s’agisse de la défendre ou de
la contester, un embarras persistant lorsqu’il faut la définir — ces deux traits justi-
fieront peut-étre 1’étude abondante que nous lui consacrons. Elle émane d’un
praticien qui se fait observateur, ou d’un observateur qui bénéficierait d’une

1. L’épistémologie comparative de Granger ([1967], p. 167 et suiv.) a mis ce contraste en
évidence.

2. La récente controverse des mathématiques économiques, en France, a révélé un certain
penchant a ’amalgame dans les deux camps (voir Mongin [2001a]). En ne faisant pas la part des
différents styles de mathématisation, on redonne vie a de pauvres caricatures comme le conflit
scolaire des « deux cultures ». En sens inverse, les recherches patientes du groupe « Modeles » de
I’Institut Koyré et celles du Modelling Group a la London School of Economics auront permis de
mieux comprendre la forte spécificité de ce genre mathématique. En consacrant une étude a I’axio-
matisation, nous espérons compléter leur travail utile par un autre coté.
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certaine expérience. Elle excédera quelquefois la description réfléchie pour
avancer des appréciations normatives.

Partant de cette idée essentielle que I’axiomatisation ne peut contenir a elle
seule toutes les possibilités offertes par les mathématiques, nous la distinguerons
progressivement d’autres concepts, non seulement de la déduction, mais, ce qui
est plus délicat, de la symbolisation et de la formalisation. Ces idées se présentent
différemment dans la conception « ancienne » de 1’axiomatisation, a la maniére
d’Euclide, et dans la conception hypothético-déductive « moderne », a laquelle
nous nous restreindrons, passé quelques rappels historiques. Nous laisserons de
coté les questions spéciales posées par la modélisation, que d’autres chercheurs
ont examinées avec compétence. L’idée d’axiomatisation qui se détache de
toutes celles-1a s’illustre par les systémes formels de la logique et des mathéma-
tiques contemporaines. Faisant un pas de plus, nous soulignerons I’importance
de la distinction entre syntaxe et sémantique, autrement dit entre le systéme
formel et les objets plus concrets qu’il symbolise. Nous ne prendrons pas le mot
« sémantique » dans son acception la plus ordinaire, qui concerne les significa-
tions en général. C’est en effet une these particuliére a cet article qu’il n’y aurait
pas lieu de parler de « méthode axiomatique » en 1’absence d’un répondant, au
moins approximatif, des sémantiques telles que les logiciens les congoivent.
L’axiomatique bien entendue suppose toujours un point d’ancrage extérieur; au
minimum, il faut qu’une théorie antérieure permette d’attribuer des significa-
tions aux symboles muets du langage formel. Au-dela de cette exigence banale,
nous demandons que I’axiomatisateur s’appuie sur une notion peut-étre impli-
cite, mais technique, de modele sémantique. Tous les auteurs ne s’accorderaient
pas avec cette maniere de restreindre le sujet. Une theése plus courante, que I’on
trouve mise en exergue chez Bourbaki, souligne le pouvoir unifiant de la
méthode. La critique des axiomatiques « univalentes », qui est liée a ce propos,
est de grande importance, mais nous nous séparons de Bourbaki en faisant du
rapport a la sémantique, plutdt que du pouvoir unifiant, le critere dernier de
I’axiomatisation.

Ces theses générales feront 'objet des quatre sections qui viennent. Les
sections ultérieures ne traiteront plus que d’économie; elles analysent les exem-
ples les plus couramment allégués dans la discipline quand on y traite d’axioma-
tique. Chacun remonte a un théoricien considérable : von Neumann pour la
théorie des jeux et celle de I utilité espérée, Debreu pour la théorie dite justement
« axiomatique » de la valeur, Arrow pour celle du choix social, et Nash ou
Shapley pour les développements complémentaires en économie normative.
Nous verrons que ces applications vérifient I’idée précédente d’axiomatique
un certain degré d’approximation, mais que les réserves s’aggravent au fur et 4
mesure que I’on parcourt la liste. La distinction principale, qui semblera nouvelle
aux spécialistes d’épistémologie, passe entre les axiomatiques définitionnelles,
comme celle de Debreu, et les axiomatiques théorématiques, comme celles de
von Neumann, et éventuellement d’ Arrow ou de Nash. Ces catégories définis-
sent des tendances, et dans la réalité de la science économique, la transition de
I'une a I"autre peut se produire imperceptiblement. Il n’en reste pas moins que
les premitres garantissent mieux que les secondes la valeur unificatrice de
I’axiomatisation sur laquelle insistait Bourbaki. Nous montrerons finalement
que les axiomatiques de la décision satisfont mieux aux critéres proposés que
celles de I’économie normative. Les spécialistes de ce domaine qui revendiquent
la méthode auraient pu décrire plus adéquatement qu’ils ne le font leur propre
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travail. L’ intérét de celui-ci n’est pas en cause; c’est la maniére de le comprendre
qui fait probléme. Du point de vue de 1’axiomatique, I’économie normative
tombe souvent dans des simulacres triviaux. Cette critique se distingue d’une
autre, plus souvent entendue, d’aprés laquelle on se consacrerait excessivement
a I’axiomatique en économie normative.

Il est commode de partir de la différence générale entre axiomatisation et
déduction. En un sens large, une axiomatisation n’est que la mise en forme
déductive d’une théorie préalable, les propositions de cette théorie tombant soit
du c6té des propositions premiéres (les axiomes), soit du coté des propositions
dérivées (les théorémes). C’est bien ce que dit Carnap dans son Introduction to
Symbolic logic :

« By an axiom system we understand the representation of a theory in such a way that
certain sentences of this theory (the axioms) are placed at the beginning, and from then
further sentences (the theorems) are derived by means of logical deduction. » ([1958],
p. 171.)

Euclide a eu I'idée géniale de présenter sous cette forme spéciale la seule
théorie scientifique constituée de son temps, la géométrie des figures dessinées
a la regle et au compas. Mais sans doute le mérite d’Euclide va-t-il au-dela
encore. Le manuel bien connu de Blanché [1955] indique, plus nettement que ne
le fait Carnap, que la déduction n’est qu’un pas vers 1’axiomatisation. Celle-ci
constituerait I’achévement de I’idée de théorie déductive. Qu’est-ce a dire? En
quoi P'organisation axiomatique d’une théorie excede-t-elle la présentation
déductive de ses raisonnements, au point que 1’on ait pu parler, en relation avec
celle-1a, d’une méthode spécifique ?

L’AXIOMATIQUE DES ANCIENS ET CELLE DES MODERNES

Les réponses données a la question précédente ont varié dans le temps. Un
rappel historique, élémentaire mais fondamental, s’impose a ce point: la
méthode a connu deux modalités bien distinctes, celle des Anciens, dont les
Eléments d’Euclide constituent le modéle insurpassable et qui perdure jusqu’a la
fin du X1X° siécle, et celle des Modernes, qui s’est cristallisée vers 1900 dans les
travaux de Hilbert en géométrie et de Peano en arithmétique. Suivant le point de
vue des Anciens, les principes premiers (qui ne s’appellent alors pas tous
« axiomes ») bénéficient d’une évidence absolue : ils sont a la fois vrais et sus
comme tels, d’une vérité immédiate suivant la raison ou le sentiment. La mise
en forme déductive a pour fonction de transmettre la certitude des principes aux
autres propositions de la théorie, qui, moins bien loties qu’eux, ne bénéficient
pas, ou pas au méme degré, de cette évidence immédiate. En revanche, le point
de vue des Modernes est hypothético-déductif, suivant une expression employée
pour la premiére fois, semble-t-il, en 1899 chez Pieri, un disciple de Peano'.
Suivant cette conception, qui s’est imposée par la suite, il n’est pas nécessaire
que les principes et les propositions dérivées soient vrais pour qu’une relation

1. Voir Guillaume [1978]. Nous empruntons a cet article d’autres faits et les références histori-
ques principales de ce travail. Le fascicule historique de Bourbaki [1960] a constitué une autre source
précieuse.
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déductive s’établisse entre les premiers et les secondes. En méme temps que
I'idée de vérité, celle de certitude supérieure des principes tombe, et il ne reste
finalement, pour justifier le role privilégié des principes, que des considérations
internes a la stratégie déductive : ainsi, les axiomes doivent étre cohérents,
simples a formuler et peu nombreux relativement a la masse des propositions
qu’ils engendrent.

Rétrospectivement, la conception ancienne de 1’axiomatisation parait donc
grevée d’une confusion essentielle entre la vérité des propositions et la correction
des inférences. Cette derniére propriété se définit et doit s’apprécier indépendam-
ment de la vérité des propositions qu’elle relie, c’est-a-dire de la correction des
propositions elles-mémes. Sans doute, on exigera de toute notion d’inférence
déductive correcte qu’elle transmettre la vérité des prémisses aux conséquences
dés lors que les prémisses sont vraies'. Mais la notion d’inférence déductive
correcte ne se limite pas a ce cas particulier : on peut tres bien effectuer une
déduction correcte a partir de prémisses fausses ou indéterminées, il suffit de les
prendre comme hypotheses. Il en résulte qu’on peut entreprendre d’axiomatiser
des théories qui contredisent I’intuition sensible, comme les géométries non
euclidiennes, et, de méme, des théories sur lesquelles I’intuition sensible ne nous
informe pas directement, comme la mécanique quantique. En dissociant la notion
de vérité et celle de correction logique, les Modernes se sont délivrés d’un corset
qui entravait le développement mathématique de branches entiéres des sciences.

Plus pragmatiquement, on reprochait a la conception ancienne de rendre ses
déductions incertaines, malgré la certitude supposée des principes. Ce n’est peut-
étre pas un accident que la 29° proposition d’Euclide ne puisse étre démontrée
qu’a I’aide d’un postulat qui manque a la liste des principes premiers. De telles
erreurs accompagnaient régulierement les axiomatisations des auteurs
classiques : en vérifiant les enchainements grace a I’évidence des propositions
elles-mémes, on s’exposait a introduire des suppositions supplémentaires dans
le courant du raisonnement. Dans 1’opuscule célebre De [’esprit géométrique,
Pascal résume ainsi la méthode :

« Cet art que j’appelle Iart de persuader, et qui n’est proprement que la conduite des
preuves méthodiques parfaites consiste en trois parties essentielles : a définir les termes
dont on doit se servir par des définitions claires; & proposer des principes ou axiomes
€évidents pour prouver la chose dont il s”agit; et & substituer toujours mentalement dans la
démonstration les définitions a la place des définis. » ((Euvres completes, p. 596.)

Apres avoir « substitué mentalement » les notions antérieures au défini, le
géometre se demandera si la vérité apparente — la certitude — s’est transmise ou
non : tel est le procédé de contréle officiel de la conception ancienne. Mais une
pareille vérification est tout sauf routiniére; elle oblige a consulter 1’évidence
intérieure, le « ceeur »; la vérité des conséquences peut étre aussi éclatante que
celle des principes, sans qu’il soit facile de déceler si I’'une découle exclusive-
ment de Iautre. 11 est compréhensible, finalement, que Pascal ait présenté la
méthode axiomatique comme une forme accomplie de ’art de persuader. Pour
le logicien contemporain, elle ne rencontre jamais la rhétorique en son chemin.

1. Cette exigence traditionnelle demande a étre reconsidérée lorsqu’on formalise I’inférence
probabiliste, qui n’est pas déductive, ou que I’on cherche a étendre la notion d’inférence déductive
a des contextes particuliers, comme celui des questions, des commandements, etc.
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On a souvent accusé la conception ancienne de créer des démarcations arbi-
traires et confuses entre les principes premiers, officiellement classifiés en
axiomes, postulats et définitions. Les axiomes étaient censés bénéficier d’une
vérité plus universelle et d’une certitude plus inébranlable que les postulats. Les
premiers releveraient de la science en général, tandis que les seconds appartien-
draient a une science donnée. Par exemple, chez Euclide, les axiomes traitent de
la quantité (I’addition de deux quantités égales a des quantités égales ne change
pas I’égalité, etc.), tandis que les postulats portent spécifiquement sur les objets
géométriques (les figures dans le plan). Quant a la définition, elle a fait I’ objet
de longues dissensions déja parmi les Anciens, et ¢’était justement I’un des buts
de Pascal, dans I’opuscule cité, que d’en clarifier le statut. En effet, les défini-
tions d’Euclide sont « créatives »; on ne sait comment les séparer des postulats
ou des axiomes. L’axiomatique moderne fait justice de cette tripartition. Les
propositions qu’elle consideére comme premiéres seront désormais toutes dési-
gnées comme des « axiomes ». Comme elles ne sont premiéres que dans 1’ordre
déductif, et non pas dans un sens absolu, il n’y a plus lieu de mettre a part les
postulats des axiomes. Quant a la définition, elle ne subsiste qu’en un sens limi-
tatif et bien compris. On parlera de définition a propos d’une classe particuliére
d’axiomes qui ont la forme suivante : ils introduisent un terme en fonction
d’autres a I’aide d’une égalité ou d’une équivalence logique, de sorte que, si on
le désire, le terme défini peut étre éliminé du systéme en méme temps que sa défi-
nition.

Les introductions contemporaines a 1’axiomatique signalent un autre concept
de définition encore : on dit souvent que I’axiomatisation de la géométrie par
Hilbert constitue la définition implicite des termes qu’emploient les axiomes,
« point », « droite », etc. Par 1a, on veut indiquer que ces termes n’ont pas de
signification antérieure aux axiomes, que les axiomes déterminent entiérement
leur emploi correct. Encore faut-il distinguer le cas, précédemment considéré, ou
un terme peut étre éliminé en méme temps que la proposition qui I'introduit, et
celui o il n’en va pas ainsi : on opposera alors la « définition explicite » du
premier cas a la « définition implicite » du second. C’est la un choix terminolo-
gique possible. Mais on peut préférer dire, avec Stegmiiller ([1976], p. 32), que
les termes qui sont seulement « implicitement définis » ne sont pas définis du
tout; cette manicre de parler est sans doute plus limpide. Quelle que soit la
formulation, le second cas est, pragmatiquement, le seul qui soit digne d’intérét :
si chaque axiome était éliminable en méme temps que les termes qu’il introduit,
I’axiomatisation serait nulle et non avenue'.

La conception ancienne de 1’axiomatisation a-t-elle joué un role dans
I’histoire de la science économique ? Elle présente une forme de parenté avec une
représentation longtemps prédominante, suivant laquelle la discipline procéde-
rait déductivement a partir d’un point de départ certain. Quelle que soit 1’origine,
a priori ou a posteriori, des principes, ils seraient connus sans aucun doute
possible. Ils se rencontreraient d’ailleurs en petit nombre et seraient faciles a
séparer; substantiellement, ils ne concernent guere que la recherche de la satis-
faction matérielle et les formes élémentaires de 1’échange. Des principes, la

1. Une notion de définition apparait aussi en sémantique formelle, ou elle revét un sens technique
particulier. On dit que certaines classes d’objets sémantiques sont définissables dans le langage si on
peut les identifier a 1’aide de formules de ce langage.
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théorie déduirait des lois, qui, en présence de certaines hypotheses factuelles,
détermineraient a leur tour des régularités. La représentation déductive des
enchalnements est, pour I’essentiel, commune a I’économie politique classique
et & I’économie néo-classique du tournant du siécle; elle s’accorde dans
I’ensemble avec la pratique contemporaine; aux différentes étapes, la méthodo-
logie économique I’a cautionnée. En revanche, la certitude des principes oppose
les économistes traditionnels et ceux qu’influence le positivisme logique, donc
bon nombre des économistes contemporains. Les premiers attribuaient la certi-
tude aux principes, tandis que les seconds adoptent a leur sujet, officiellement
du moins, le point de vue hypothético-déductive moderne. Certes, la conception
d’autrefois se dissociait dés qu’elle abordait 1’origine de la certitude, et il est
facile d’opposer, a cet égard, I’empirisme de John Stuart Mill dans le System of
Logic (1843) et ’apriorisme d’un Ludwig von Mises dans Human Action (1949).
Mais ni le contenu qualitatif des principes élémentaires, ni, surtout, I’affirmation
de leur évidence, ne séparait ces auteurs. Selon toute apparence, donc, leurs
théses appellent I’analogie de 1’axiomatique ancienne et, en particulier, de la
géométrie euclidienne.

De fait, on rencontre souvent des allusions valorisantes a Euclide sous la
plume des économistes du XIX°® siecle. James Mill est I'un des premiers a s’en
réclamer. Dans un article de I’ Edinburgh Review, on lit ce passage curieux : « la
proposition élémentaire suivant laquelle les monopoles sont désavantageux »
admet une « démonstration aussi parfaite qu’elle peut I’étre chez Euclide' ».
Apres lui, d’autres fileront la métaphore®. Il serait distrayant d’en suivre la diffu-
sion en méme temps que celle d’une formule qui, pour n’étre pas moins valori-
sante, emprunte a un registre scientifique différent : le « newtonisme moral ».
Mais il ne faut pas forcer les rapprochements qui s’ébauchent dans de tels
passages : ils révelent seulement une inspiration générale et lointaine, dominée
par I’emphase rhétorique; la comparaison avec Euclide a d’abord pour but
d’accentuer flatteusement 1’importance et la nouveauté du sujet traité.

Les économistes classiques et les premiers économistes néo-classiques proce-
dent sans doute déductivement, mais ils ne font pas d’effort systématique pour
isoler I’ensemble des principes qu’ils déclarent certains et pour s’astreindre
ensuite a n’employer qu’eux. Au contraire, comme on le voit chez Ricardo, ils
font librement et consciemment appel aux principes suivant les besoins du
raisonnement, ce que la méthode euclidienne proscrit, comme toute méthode
axiomatique au demeurant. En outre, les propositions économiques ne préexis-
tent généralement pas a leur mise en forme déductive — ce qui est le cas chez
Euclide et, encore une fois, dans I’axiomatique en général. Cette différence
majeure est a rapprocher d’une observation que 1’on a souvent faite : chez les
économistes classiques et les premiers néo-classiques, la déduction 2 partir des
principes est non seulement un moyen de mise en ordre, mais un procédé heuris-
tigue. 11 est sans doute vrai que, comme les propositions premiéres d’Euclide, les
principes économiques sont a la fois généraux et peu nombreux, mais cela résulte
de la matiere elle-méme et de I’abstraction de la démarche suivie, et non pas d’un
effort de réduction mené aprés coup. En outre, on ne retrouve jamais, a notre
connaissance, la distinction des axiomes, postulats et définitions. Ce qui s’est

1. Cité par Halévy [1901], éd. de 1995, p. 248.
2. A commencer par John Stuart Mill dans I’essai On the Definition of Political Economy (1836).
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transmis aux économistes du modele euclidien ne va guére au-dela des orne-
ments que lui emprunte Spinoza dans 1’ Ethique. Il ne nous parait pas rigoureux
de faire remonter 1’axiomatisation économique au XIX® siécle, comme certains
I’ont proposé’.

Les considérations sur la « méthode axiomatique » ne pénétreront véritable-
ment la discipline qu’a un moment ou, grace au positivisme logique, la concep-
tion moderne s’ était partout diffusée. Dans la section 6, nous datons les premieres
axiomatiques économiques de 1944, avec von Neumann et Morgenstern, ce qui
frappera le lecteur comme singulierement tardif. Elles interviennent & un moment
ou la conception ancienne de 1’axiomatisation faisait déja figure de curiosité
historique. Méme aux yeux d’un von Mises, partisan attardé de la certitude immé-
diate des principes économiques, il n’existait plus qu’une seule « méthode
axiomatique », celle de la conception moderne. Cet auteur développe une these
méthodologique ancienne en sachant qu’il ne peut plus se prévaloir d’Euclide. La
conception moderne, seule disponible, étant inadéquate aux besoins de la
« praxéologie », il n’y aura tout simplement pas d’axiomatisation des principes
économiques. Telle est la position révélatrice de von Mises®. Ce serait une autre
naiveté, pire que la précédente, que de croire que 1’axiomatique des Anciens
aurait survécu chez les économistes alors qu’elle avait disparu ailleurs.

SYMBOLISATION, FORMALISATION, AXIOMATISATION.
LES SYSTEMES FORMELS

La conception moderne de 1’axiomatique vient seulement d’étre esquissée.
Avant de I’approfondir, il importe de distinguer entre 1’axiomatisation, la
symbolisation et la formalisation — trois concepts que, nous le verrons, les écono-
mistes ne séparent pas bien. La symbolisation est un procédé technique consis-
tant & remplacer des signes formés dans un langage par des signes d’un autre
langage, le remplacement étant uniforme et cohérent. Plus particulierement, elle
consiste a remplacer des mots de la langue naturelle par les signes d’une langue
artificielle, qui est soit empruntée, soit créée pour la circonstance. C’est ainsi que
Peano utilise la notation S(n) au lieu de I’expression « successeur de n », ou que
les microéconomistes remplacent 1’expression « demande du consommateur »
par un vecteur d’espace euclidien. La formalisation est encore un procédé tech-
nique, mais d’une espéce plus subtile. Elle consiste a traiter les signes en faisant
abstraction des significations qu’on leur attribue’. Traiter les signes, cela veut
dire : les transformer les uns dans les autres, les regrouper, les dissocier, en un
mot, effectuer sur eux des opérations. En droit, 1a formalisation est indépendante
de la symbolisation. Lorsque, dans une boutade célebre, Hilbert affirmait que les
géométres pourraient écrire « table », « chaise », « chope » au lieu de « point »,
« droite », « plan », il indiquait non seulement que le choix des signes est arbi-
traire par rapport aux significations préétablies, mais aussi —c’est une consé-
quence moins évidente du propos — que la langue naturelle peut trés bien fournir
les signes arbitraires a2 employer. On peut donc, a la rigueur, concevoir une

1. On a pu la faire remonter jusqu’a I’ Outline of the Science of Political Economy de Senior
(1836).

2. [1949], p. 39, et plus nettement, [1976], p. 14-15.

3. Et de ce qu’ils représentent, si tant est qu’il faille distinguer entre signification et référence.
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formalisation en 1’absence d’une langue artificielle, et donc en 1’absence de toute
symbolisation préalable. Mais c’est la un cas limite, et peu naturel. Le principe
de la formalisation, qui consiste a opérer sur des signes indépendamment de ce
qu’ils signifient, ne s’accomplit vraiment qu’au prix d’un certain degré de
symbolisation. Celui-ci peut étre minime. Quand on symbolise par la notation
fonctionnelle u(x) la satisfaction qu’apportent a un consommateur différents
paniers de consommation, et que 1’on étudie, par dérivation de u(x), les condi-
tions nécessaires a 1’existence d’un maximum de u(x), on a déja formalisé
(quoique modestement!) la théorie du consommateur. Le moment spécifique de
la formalisation intervient ici lorsqu’on dérive la fonction u(x) sans préter atten-
tion a ce qu’elle signifie. Le moment de la symbolisation a précédé celui-ci et,
dans cet exemple comme dans beaucoup d’autres, il I’aura conditionné. Il est
facile, en sens inverse, de concevoir une symbolisation sans formalisation. Les
organigrammes des gestionnaires ou des informaticiens s’apparentent a la
premiére plutdt qu’a la seconde. Les arbres symbolisent les problemes de déci-
sion a plusieurs étapes ; on se sert de graphes, ou de matrices inputs-outputs, pour
représenter symboliquement les relations entre fournisseurs et clients dans
I’économie. Tant que ces représentations fonctionnent comme simples rappels
des objets et ne prennent pas leur autonomie, elles ne constituent pas encore des
formalisations'.

Qu’en est-il alors de [’axiomatisation? Dans la conception ancienne, elle n’est
dépendante ni de la formalisation, ni de la symbolisation, ce qui mérite d’étre
souligné parce que I’on tend, aujourd’hui, a regrouper les trois notions. Carnap
([1958], p. 172) a fait valoir que la conception moderne pouvait, a la rigueur, se
passer de I'une et de I’autre. De fait, les premieres axiomatiques conformes a
I’idéal hypothético-déductif, a la fin du XIX® siecle, se sont formulées en langue
naturelle, sans que les régles d’opération se distinguent de celles qui régissent
I’usage ordinaire du discours. Cet état intermédiaire parait assez bien reflété dans
les Legons sur la nouvelle géométrie de Pasch [1882] et dans I’axiomatisation,
pourtant considérée comme définitive, que Hilbert fit de la géométrie eucli-
dienne (Grundlagen der Geometrie, 1899). Mais de méme que la formalisation
ne s’accomplit completement qu’au prix d’une symbolisation préalable, de
méme I’axiomatisation, au sens moderne, demande la formalisation, et donc la
symbolisation, pour réaliser ses potentialités. Aussi longtemps que 1’on n’isole
pas les regles permettant d’agir sur les signes, la liaison déductive entre axiomes
et théorémes risque d’étre contaminée par les significations. Réussie pour
I’essentiel par Peano en 1889, c’est la jonction entre formalisation et axiomati-
sation qui a permis d’établir définitivement la valeur strictement hypothético-
déductive de celle-ci. La remarque de Carnap mentionnée au début de ce para-
graphe est certainement subtile, mais elle ne va pas a I’essentiel.

Non seulement les économistes se sont d’emblée fixés sur I’axiomatique des
Modernes, mais encore ils en ont largement évité les prodromes, ce qui est un
avantage indiscutable. On trouverait sans doute quelques systémes hypothético-

1. Le logicien Kleene [1952] distingue pour sa part entre symboles et marques : tous deux sont
des signes, mais les symboles supposent une présence au moins latente des significations, tandis que
les marques ne les supposent pas et sont de simples empreintes physiques. Dans cette terminologie
spéciale, on dirait que la formalisation se développe lorqu’on commence 2 traiter les symboles
comme des marques. Dieudonné [1939] parle en un sens voisin de « signes purs ».
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déductifs incomplétement formalisés, comme 1’étaient ceux de Pasch ou du
Hilbert de 1899. On peut a la rigueur lire ainsi la monographie d’ Arrow, Social
Choice and Individual Values [1951]; nous y reviendrons. D’autres exceptions
sont purement apparentes : elles s’expliquent en fait par les préoccupations argu-
mentatives particulieres des auteurs. Pour ne donner qu’un exemple, Friedman
et Savage [1948] ont proposé une axiomatisation de 1’utilité espérée qui est en
partie informelle. Leur article parait & un moment ou les axiomatiques formali-
sées de 1'utilité espérée existent déja ou s’élaborent, grace a Savage [1954]
notamment; il sert de complément didactique aux travaux qui font autorité.

Les deux démarches de 1’axiomatisation et de la formalisation se réunissent
dans I'idée de systéme formel, dont la logique élémentaire fournit les exemples
paradigmatiques. Le calcul propositionnel constitue le plus simple des systemes
formels existants. I1 peut fournir une illustration tangible des idées générales
exposées jusqu’a présent et de quelques autres qui s’enchainent avec elles. Les
logiciens lui attachent peu d’importance parce qu’il n’est qu’un fragment du seul
calcul qui soit fondamental a leurs yeux, le calcul des prédicats; nous ne 1’envi-
sageons qu’a titre illustratif. Comme les axiomatisations de la géométrie et, a
Jortiori, celles des « sciences empiriques », le calcul propositionnel part d’une
théorie préalable informelle, mais déja constituée. En I’occurrence, ce qu’il
symbolise, formalise et axiomatise est 1’'usage des mots « non », « implique »,
« et », « ou », lorsqu’ils servent a composer des propositions complexes a partir
de propositions plus simples ou lorsqu’ils interviennent dans certaines infé-
rences. Les inférences considérées sont exclusivement celles qui dépendent de
ces mots (appelés connecteurs par le logicien)'. Plus précisément, c’est I’emploi
des connecteurs par le mathématicien, plutdt que dans la langue quotidienne,
plus ambigué, que le calcul propositionnel représente axiomatiquement (le
«ou » est non exclusif, et le « implique » admet une possibilité de validation
triviale). Que le calcul propositionnel se réfere ultimement a une pratique ne
signifie pas qu’il ait sauté I’étape de la théorie informelle : pour s’en convaincre,
il suffit de relire les écrits des fondateurs, Frege et Russell, ou plus simplement
de feuilleter n’importe quelle Beginners’ logic d’aujourd’hui.

Le systeme formel du calcul propositionnel comporte des regles morphologi-
ques définissant les formules complexes a partir des formules plus élémentaires
et des connecteurs; un petit nombre d’axiomes liant entre elles certaines
formules; et une régle d’inférence unique (le modus ponens). Appliquée de fagon
répétée aux axiomes, la régle permet de prouver des théorémes. Comme les
autres notions, celles de preuve et de théoremes sont formellement définies, et il
en va de méme de celle de conséquence logique.

A propos d’un systéme formel quelconque, on peut poser les questions clas-
siques de la cohérence (ou consistance), de I’ indépendance, et de la décidabilité.
Le systéme est cohérent si I’on ne peut pas en dériver comme théoréme une
contradiction (notion qui est aussi formellement définie). Les axiomes choisis
sont indépendants si aucun d’eux ne peut étre obtenu comme théoréme en utili-

1. Ces inférences sont a distinguer de celles qui exploitent la structure relationnelle interne des
propositions : le calcul des prédicats peut les traiter, mais non pas le calcul propositionnel. Le calcul
propositionnel permet d’analyser I’inférence : « Socrate est un homme et Socrate est mortel, Donc
Socrate est mortel », mais non pas le syllogisme familier : « Socrate est un homme, Tous les hommes
sont mortels, Donc Socrate est mortel. »
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sant seulement les autres. Le systeme est décidable si, pour chaque formule, on
peut décider a I’aide d’une procédure finie si cette formule est un théoréme ou
non. Le calcul propositionnel satisfait aux propriétés de cohérence et de décida-
bilité, et on lui connait de multiples systémes indépendants. Le résultat de déci-
dabilité le met a part — avec certains systémes apparentés — de la plupart des
systémes formels connus. Sous I’influence de Hilbert (celui des Grundziige de
1928, écrits avec Ackermann), les logiciens et les mathématiciens en vinrent a
valoriser considérablement cette derniére propriété. Elle garantit, intuitivement
parlant, que le systéme reste maitrisable, « effectif » (avec le temps nécessaire,
une machine pourrait vérifier si une formule donnée est un théore¢me ou non). Or
—c’est un des apports fondamentaux, quoiqu’il soit négatif, de la logique
formelle — on peut démontrer 'indécidabilité de nombreux systémes élémen-
taires en logique et en mathématiques. Pour I’arithmétique de Peano et les
systémes qui I'incluent, c’est une conséquence du tres célebre théoréme publié
par Godel en 1934. Méme le systéme logique le plus fondamental, qui est le
calcul des prédicats, n’est décidable qu’en un sens affaibli; c’est un résultat de
Church en 1936'.

On ne pouvait éviter de mentionner, méme aussi schématiquement, les grands
théoremes de limitation. Il faut se résigner au fait que le « probleme de
décision », suivant I’expression de Hilbert, ou bien regoive une réponse négative,
ou bien n’ait pas de réponse claire dans la plupart des cas considérés®. L’exemple
du calcul propositionnel reste exceptionnel. Mais il nous aura servi du moins a
illustrer les idées générales de 1’axiomatique comprise au sens des systémes
formels. Tout d’abord, il illustre la démarche entierement explicite des axioma-
tisations logiques : rien n’est sous-entendu, les transformations sur les signes qui
ne sont pas expressément décrites ne sont pas autorisées. Il illustre ensuite le
caractére hautement contraint des axiomatisations logiques : en I’occurrence, le
nombre infini des théorémes du calcul propositionnel résulte d’une manicre
exclusivement « finitiste » de procéder (les preuves sont par définition de
longueur finie et s’appliquent a un stock lui-méme fini de schémas d’axiomes).
Tous les calculs logiques et, a fortiori, tous les systemes formels existants ne
manifestent pas le degré d’explicitation maximal du calcul propositionnel, et
tous ne manifestent pas le méme degré de contrainte, loin s’en faut. Cette
derniere considération n’est d’ailleurs pas sans lien avec la question de I’indéci-
dabilité. Mais tous les systeémes formels manifestent les deux tendances analogi-
quement et dans 1’esprit.

L’observation précédente acheve de clarifier les rapports entre formalisation
et axiomatisation. Il y a beaucoup plus dans celle-ci que I’'idée d’un symbolisme
devenu autonome, a quoi se rameéne la formalisation. On ne parlera d’axiomati-
sation qu’en présence des trois propriétés correspondant au moins analogique-
ment a celles des systemes formels de la logique et du calcul propositionnel en
particulier. (i) La formalisation choisie délimite explicitement et définitivement

1. L’article de Godel figure avec différents commentaires dans le recueil de Shanker [1988]. Le
lecteur appréciera sans doute la synthése accessible proposée par Andler [1990].

2. Les théorémes de limitation ont mis fin au programme « formaliste » de reconstruction des
mathématiques dont Hilbert s’était fait le héraut dans les années 1920. Ce dénouement célebre est
bien exposé, par exemple, chez Andler [1990]. Nous signalons plus loin que le théoréme de Godel a
joué un réle important dans I’évolution de von Neumann.
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les propositions qu’elle prend comme premieres. (ii) Méme si elle ne spécifie pas
une notion de régle d’inférence’, elle délimite au moins implicitement les opéra-
tions autorisées sur les signes. (iii) Elle s’impose, et cela reste de nouveau le plus
souvent implicite, une contrainte générale d’« effectivité » : la plus évidente est
le choix d’un ensemble fini de propositions premieres; en un sens plus vague,
qui demande a étre confronté a d’autres objectifs, on s’efforce d’en limiter le
nombre.

Les économistes atténuent la différence entre formalisation et axiomatisation
dans leurs propos ou leurs réflexions beaucoup plus que dans la réalité de leur
travail. Chez von Neumann et Morgenstern [1944] et les théoriciens des jeux et
de la décision, chez Debreu [1959, 1984, 1986] et ses successeurs, chez les théo-
riciens du choix social, on trouve un répondant, net ou affaibli suivant les cas,
des conditions nécessaires (i), (ii) et (iii). Il se trouve aussi que la plupart de ces
auteurs ont une idée satisfaisante de ce qu’est un systeme formel, méme s’ils ne
I’expriment pas avec les mots des logiciens. En dehors de ces trois secteurs, on
rencontre beaucoup de formalisations, mais peu de systemes formels authenti-
ques ou approchés, donc peu d’axiomatisations. C’est dans cet ailleurs, qui
représente en fait le gros de la discipline, que la description du travail s’éloigne
le plus de ce qu’il est : les concepts de modeles mathématiques, axiomes, forma-
lismes, se chevauchent et se bousculent dans I’esprit du praticien (d’ou certains
mariages linguistiques inopinés, comme «modele axiomatique » ou
« axiomatique informelle »). La méthodologie économique n’a pas joué le role
clarificateur qu’on attendait d’elle a cet égard”.

Les trois groupes de théories que nous avons isolés du reste constituent-ils des
exemples rigoureux d’axiomatisations ? On ne peut pas répondre a cette question
avant d’avoir développé les autres propriétés essentielles de la méthode axioma-
tique. Car la constitution de systeémes formels ne suffit pas encore a la
caractériser; nous n’aurons donné une idée complete de la méthode qu’au terme
des deux sections suivantes.

SYNTAXE ET SEMANTIQUE. .
L’AXIOMATISATION A LA MANIERE DES LOGICIENS

A ce point, nous avons traité de la méthode axiomatique au point de vue des
systémes formels et de leurs constituants, langage, axiomes, régles d’inférence.
Depuis Carnap, on a coutume d’englober ces objets sous 1’appellation de
syntaxe, le mot désignant aussi 1’étude que I’on peut en faire. En ce dernier sens,
la syntaxe est donc [’analyse des signes pris en eux-mémes, abstraction faite de

1. Carnap ([1958], p. 171) met en avant ce critére; mais il parait trop strict pour s’appliquer au-
dela des calculs logiques, et il ne peut étre question de ramener les systemes formels & ceux-la seule-
ment.

2.11 vaut mieux signaler des exceptions que d’approfondir la critique. Da a Vilks, I'article
« Axiomatization » du Handbook of Economic Methodology (1998) présente rigoureusement le
sujet; voir aussi Vilks [1995]. Stigum ([1990], chap. 1-2) met en valeur certaines particularités de
I’axiomatisation, mais la distinction qu’il propose avec la formalisation n’est pas la nétre (pour lui,
une formalisation se définit par la possibilité d’employer le calcul des prédicats, ce qui nous semble
trop restrictif). Nous avons, d’autre part, signalé le travail que certains poursuivent autour de la notion
de modele.
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ce qu’ils veulent dire ou représentent. La syntaxe n’est pas le tout de la méthode
axiomatique. Nous avons déja indiqué que les systémes formels étaient inspirés
par des théories informelles antérieures. Une fois qu’ils sont mis en place, ces
théories heuristiques entrent avec eux dans un rapport d’interprétation a
symbole : le systéme formel, pris dans son ensemble, symbolise 1a théorie infor-
melle, prise dans son ensemble. Il faut examiner plus avant la nature de ce
rapport de symbolisation, évidemment plus complexe que le rapport de symbo-
lisation générique entre une chose et le signe qui la représente. Le systéme formel
représente-t-il exactement la théorie informelle ? Si ce n’est pas le cas, qu’a-t-on
préservé, qu’a-t-on perdu, qu’a-t-on ajouté, en passant de la théorie informelle
au systeme formel? La symbolisation a-t-elle un caractere conventionnel? De
quelle maniere peut-on la perfectionner? Ces questions appartiennent au champ
de discussion que, avec Carnap toujours, on appelle sémantigue. A son tour, le
mot vise a la fois une classe d’objets et I’étude qu’on en fait; sous ce rapport, il
désigne [’analyse des signes vus dans leurs rapports aux significations et a la
vérité. La sémantique est un complément indispensable de la syntaxe. Les ques-
tions qu’elles traitent découlent naturellement de la constitution des systemes
formels comme objets autonomes.

Jusqu’a la derniére guerre mondiale environ, les logiciens pouvaient avoir
I'impression que la sémantique n’atteindrait pas le niveau de rigueur de la
syntaxe, et que les questions précédentes, pour Iégitimes qu’elles fussent, ne
relevaient pas véritablement d’un traitement technique. Le développement dans
I’apres-guerre, avec Tarski notamment, de la théorie des modéles, a fait justice
de cette impression. En relation avec certains systemes formels tout au moins, il
est devenu possible de formaliser aussi la sémantique. En substance, la théorie
des modeles donne au calcul des prédicats une contrepartie du c6té des interpré-
tations, grace a la notion ensembliste de modéle, puis elle formalise, grace a la
notion également ensembliste de satisfaction, les rapports de signification et de
vérité que les formules du systéme entretiennent avec les modeles'. Le mystére
apparent de la notion de vérité, qui rebutait les positivistes logiques et Popper
lui-méme au point que, dans les années 1930, ils I’avaient exclue de la philoso-
phie, se dissipe une fois que I’on examine les constructions mathématiquement
rigoureuses de la théorie des modeles, toutes fondées sur la théorie des ensem-
bles ordinaire’.

Nous détaillerons quelque peu la sémantique des deux calculs logiques les
plus courants. Le calcul propositionnel n’a qu’une seule notion sémantique, la
fonction de valuation. Elle attribue une valeur de vérité a chaque formule
atomique et, indirectement, a chaque formule complexe aussi, parce qu’elle est
tenue de respecter les tables de vérité des connecteurs. Quand on passe au calcul
des prédicats, les notions de modele et de satisfaction se dégagent pleinement.
Un modele du calcul des prédicats comporte un ensemble, le domaine, qui sert
a interpréter les variables, ainsi que d’autres objets ensemblistes définis sur ce

1. On dit souvent « structure » et « validité » au lieu de « modele » et « satisfaction ».

2. Le positivisme logique des années 1930 a contribué a diffuser la « méthode axiomatique »
dans sa version hypothético-déductive moderne, ce qui était utile, mais il en a fourni une version
tronquée ou trompeuse, parce qu’elle était presque exclusivement syntaxique. Il est moins pardon-
nable qu’aujourd’hui encore, apreés le développement des sémantiques tarskiennes, on décrive parfois
la méthode au point de vue, seulement, des opérations aveugles sur les signes.
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domaine, typiquement, des relations et des fonctions. Celles-ci traduisent les
symboles relationnels et fonctionnels de la syntaxe. La sémantique du calcul des
prédicats distingue deux réles des modeles, 1’attribution préalable de significa-
tion, qui concerne les variables, et I’attribution de vérité, ou satisfaction, qui
concerne les formules. Les clauses de satisfaction des formules font intervenir a
la fois les connecteurs propositionnels et les quantificateurs, universels et exis-
tentiels, qu’elles contiennent. Les précisions techniques ne nous importent pas;
il suffit d’indiquer que les modeles du calcul des prédicats font 1’objet d’une défi-
nition formelle, aussi bien que la phrase « le modele m satisfait la formule j ».

Quelles que soient la syntaxe et la sémantique retenues, la langue de la
premiere sera plus stricte que celle de la seconde. Celle-ci a, par rapport a celle-
1a, le role technique d’une métalangue : la sémantique sert a « parler de la
syntaxe ». Pour cette raison, elle doit I’englober (tout ce qui peut étre exprimé
dans la syntaxe doit pouvoir I’étre aussi dans la sémantique) et I’excéder (il lui
faut des termes supplémentaires pour nommer ceux de la syntaxe). Les sémanti-
ques formelles se contentent généralement d’exploiter les facilités de la mathé-
matique ordinaire. Pour le calcul propositionnel et celui des prédicats, elles ne
supposent rien d’autre que la théorie des ensembles « naive » : I'usage de la
notion d’appartenance et des opérations d’union, d’intersection, de complémen-
tation et d’inclusion; la définition des produits d’ensembles et celle des relations
ou des fonctions comme parties d’un produit, et ainsi de suite'. Dans le cas
d’autres calculs, la sémantique peut s’enrichir, par exemple en incluant des
notions de topologie ou de mesurabilité, ou encore en faisant référence aux
nombres réels. Ces notions sont plus complexes que celle de la théorie « naive »
des ensembles, mais relevent d’elle encore, puisqu’elle est tout ce dont on a
besoin pour engendrer 1’ensemble des mathématiques.

A partir du moment ol I’on a formalisé, au sens qui vient d’étre dit, le rapport
des interprétations au systéme, il est loisible de reprendre rigoureusement les
questions de la sémantique intuitive, qui ouvraient les développements de cette
section :

1. Le systéme permet-il de démontrer que ce qu’on trouve de commun aux
interprétations ? Cette question imprécise devient maintenant : les théorémes du
systéme sont-ils satisfaits dans tout modele? Si oui, on dit que le systeme est
adéquat.

2. Le systéme permet-il de démontrer tout ce qu’on trouve de commun aux
interprétations? Cette question imprécise devient maintenant : les formules
satisfaites par tous les modeles 2 la fois sont-elles des théorémes du systeme? Si
oui, on dit que le systeme est complet.

Si le systeme formel vérifie les deux propriétés de complétude et d’adéqua-
tion, on peut, en revenant a une autre idée du début de la section, soutenir qu’i/
symbolise convenablement les interprétations. En effet, 1’adéquation indique
qu’il ne prouve pas trop (tout ce qu’on prouve est une Vérité), et la complétude
qu’il prouve suffisamment (toutes les vérités peuvent étre prouvées). Le calcul
des propositions comme celui des prédicats font justement I’ objet des théoremes

1. On distingue traditionnellement la théorie « naive » des ensembles et les théories axiomati-
ques, dont la principale est celle de Zermelo-Fraenkel (ZF). Quelques travaux de logiciens formali-
sent la sémantique dans une théorie axiomatique des ensembles, mais ils forment I’exception plut6t
que la regle.
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d’adéquation et de complétude. Avec ces résultats bien connus, la logique offre
4 1’ensemble des sciences un modele entierement rigoureux de la méthode axio-
matique.

Malheureusement, les deux exemples du calcul propositionnel et du calcul des
prédicats sont voués au statut d’exceptions. Les syst¢émes dotés d’une séman-
tique formelle — il en existe de nombreux autres exemples en logique — vérifient
facilement I’adéquation ; mais la propriété de complétude leur fait le plus souvent
défaut. Le théoréme de Godel déja mentionné implique, a titre de variante, ce
résultat justement célebre : il existe une formule de I’arithmétique vraie dans le
modele ordinaire (celui des nombres entiers, doté de 1’addition et de la multipli-
cation aux sens habituels) et qui, cependant, ne peut étre prouvée dans les
systemes formels de ’arithmétique (définis par le fait d’inclure I’arithmétique
de Peano ou une version apparentée). Des résultat négatifs similaires, fondés sur
celui de Godel, peuvent s’énoncer a propos d’autres théories mathématiques
courantes. Nous retiendrons cette conséquence épistémologique de grande
portée : la notion « logicienne » la plus stricte d’axiomatisation n’est applicable
directement ni aux mathématiques, ni aux autres sciences, pour autant qu’elles
recourent aux mathématiques'.

Malgré cette conclusion décevante, la formalisation de la sémantique n’en
revét pas moins un importance considérable. Tout d’abord, elle a permis de
définir la propriété d’adéquation, qui est facile a obtenir et qui suffit pour
certaines applications importantes. On établit généralement la cohérence d’un
systtme formel en produisant un modele de ce systeme, et, de méme, il est
courant d’en vérifier I"indépendance sémantiquement plut6t que par des moyens
syntaxiques. Ces deux applications reposent sur 1’adéquation, et non sur la
complétude. En outre, si elle est démontrée, I'incomplétude par rapport a une
classe de modeles considérée peut constituer un phénomene intéressant a
comprendre en lui-méme. Le logicien est ainsi conduit a examiner les relations
de similarité ou de dissimilarité des différents modeles. La théorie dont on est
parti heuristiquement pour construire le systeme formel constitue I'un des
modeles — ce qu’on peut appeler son modele standard. Une fois que le systéme
formel existe, il est naturel de se demander si tous les modeles qui le valident
sont similaires (techniquement parlant, isomorphes) au modele standard : poser
cette question, c¢’est aborder la question de la complétude sous un autre angle”.
Loin d’apparaitre comme une pathologie, la découverte éventuelle de modeles
non standards illustre finalement la fécondité heuristique de 1’attitude consistant
a formaliser la sémantique. Plutot que I’ obtention de théoremes d’adéquation et
de complétude, cette attitude générale recouvre finalement la notion d’axioma-
tisation la plus représentative que 1’on puisse tirer de la logique. Telle est du
moins 1’une des théses principales de cet article, thése dont nous nous emploie-
rons a exploiter les conséquences dans tout ce qui suit.

1. II ne suffit tout de méme pas qu’un systeme formel inclut celui des nombres entiers pour qu’on
ait le droit de le déclarer incomplet : chaque cas d’espece demande une démonstration. Mais les
résultats négatifs existants, nombreux, créent une présomption trés forte, qui est suffisante pour faire
douter de I’entreprise.

2. Due a Skolem dans les années 1920, la découverte de modeles non standards pour les nombres
réels précéde I’établissement des grands théorémes de limitation. Stigum ([1990], p. 459 et suiv.)
réexpose la notion en méme temps que certaines applications économiques de ’analyse non stan-
dard.
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A la lisiere de I’économie, certaines recherches inaugurées par Aumann
[1976] s’inspirent directement de la.logique formelle. Elles portent sur les
propriétés épistémiques dont la théorie de la décision individuelle et, surtout, la
théorie des jeux ont besoin pour se développer. Quelle notion de croyance et de
connaissance faut-il attribuer aux agents pour qu’un jeu soit bien défini? Quel
est le role de I’hypothese de « connaissance commune » du jeu ? Peut-on justifier
I’équilibre de Nash ou ses raffinements par les croyances, formées séparément,
de chaque joueur? Comment intégrer I’information incomplete d’une maniére
qui préserve la cohérence de la théorie? Le traitement analytique de ces ques-
tions a souvent pris la forme d’un examen logique, avec une syntaxe et une
sémantique formalisées, comme en théorie des modeles'. On peut sans doute
contester a ces travaux la qualification d’« économiques », et méme I’apparte-
nance pleine et entiere a la théorie de la décision ou a la théorie des jeux, car ils
privilégient les préalables cognitifs de 1’action par rapport a I’action elle-méme
et a ses conséquences. I se trouve cependant qu’ils émanent de spécialistes de
ces théories, et qu’ils circulent désormais parmi les économistes, que peut-€tre
ils influencent déja. Il n’est donc pas injustifié de les inclure dans ce travail.

L’analyse épistémique constitue un exemple a part : ailleurs en économie, et
trés généralement dans les sciences empiriques, les idées de systeme formel et
de sémantique formelle se réalisent, au mieux, analogiquement. Mais c’est tout
de méme la maniére la plus siire de vérifier la nature axiomatique ou non d’un
travail que d’en examiner les similarités et les dissimilarités avec les axiomati-
ques du logicien. Nous demanderons tout particulierement que le travail en ques-
tion révele une notion de modele sinon formalisée, du moins dégagée a un
certain niveau de généralité. 1l faut que le symbolisme des axiomes et des théo-
rémes puisse renvoyer a d’autres interprétations que la théorie informelle dont
on est parti. Peu importe que ces interprétations soient ou non disponibles : il
suffira que la virtualité sémantique soit manifeste. En d’autres termes, pour
autant qu’on n’en retienne pas une définition trop littérale, la possibilité de
modeles non standards peut servir de critere & la méthode axiomatique®. Ceux
qui n’ont pas apergu le critere ont dilué la méthode dans un usage indistinct des
formalisations. Nous cernerons mieux la portée de cette exigence apres fait
retour sur le cas intermédiaire entre la logique formelle et les sciences
empiriques : celui des mathématiques générales; il y régne un genre d’axioma-
tisation qu’il faut maintenant décrire.

LES AXIOMATISATIONS DU GENRE ENSEMBLISTE.
LE BOURBAKISME

L’axiomatisation des mathématiques (et cela vaut en particulier pour la
géométrie des Modernes) se présente rarement selon I’idéal exigeant du logicien,
c’est-a-dire comme la mise en relation d’une syntaxe avec une sémantique
formalisée. Les axiomatiques disponibles y sont du genre ensembliste. Elles
obéissent 3 un schéma relativement simple et uniforme : on se donne un
ensemble X, indéterminé ou éventuellement soumis 2 des conditions peu restric-

1. Voir en particulier Samet [1990], Lismont et Mongin [1994], Aumann [1999], Kaneko [2002].
2. Nous verrons bient6t que Debreu a fort bien compris ce point.
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tives, ainsi que certains objets mathématiques définis par rapport a cet ensemble
— relations, fonctions, opérations. Ces objets vont étre soumis a des conditions
particuliéres qu’on appelle « axiomes ». Dans le cas le plus élémentaire, ils sont
de nature directement ensembliste ; dans d’autres cas, on ne peut les décrire sans
supposer déja introduits certains objets mathématiques plus complexes, comme
les ensembles mesurables, les topologies, les nombres réels.

L’axiomatisation des groupes peut servir a illustrer le cas élémentaire. Elle
consiste, comme on le sait, a fixer un ensemble non vide X, un élément distingué
de cet ensemble, 0, et une opération fonctionnelle + vérifiant les trois
conditions : pourtous x, y, z€ X, (x+y)+2z = x+(y+2);pourtout xe X,
x+0 =0+x = x;etpourtout xe X,ilexisteytelque x+y = y+x = 0.
On n’a supposé rien d’autre que les notions ensemblistes de base et I’usage des
quantificateurs. L’axiomatisation ordinaire de la probabilité, dite de Kolmogo-
roff, illustre un cas plus complexe. Elle fait intervenir un ensemble X, une classe
A de parties de cet ensemble vérifiant des conditions de cloture (une c-algebre),
et une fonction numérique sur A vérifiant certaines propriétés algébriques (une
mesure de probabilité). On suppose connues, cette fois-ci, les notions de
nombres réels et d’intégrale. Les mathématiciens voient une différence de
complexité mais non pas de nature entre les deux cas, puisqu’ils sont convaincus
que toutes les notions mathématiques courantes peuvent s’introduire par des
définitions ensemblistes appropriées.

Le traité de Bourbaki représente justement une étape essentielle dans 1’élabo-
ration de cette theése, aujourd’hui banale, de la réduction des mathématiques a la
théorie des ensembles. I1 I’établit par I’exemple et, simultanément, il en procede,
car la conviction préexistait ici aux preuves concrétes. Le bourbakisme n’est pas
original, ainsi que 1’a reconnu son porte-parole, Dieudonné, dans un article de
1939 qui marque le début du mouvement. Mais il a su tirer parti de la configu-
ration intellectuelle de I’époque, et la publication progressive des Eléments de
mathématiques a consolidé en retour, chez les mathématiciens et les autres scien-
tifiques, une these préalable sans laquelle le projet de traité systématique n’aurait
pu voir le jour'.

Pour Bourbaki, la « méthode axiomatique » consiste, d’une part, a définir des
« structures », ce qui est banal, et d’autre part, a les relier systématiquement entre
elles, ce qui I’est moins. Une structure, dans le langage de 1’école, est d’abord
un ensemble indéterminé, qui est doté de certaines opérations, fonctions, rela-
tions, soumises a des conditions. Adaptée au cas des groupes, cette définition
appelle sa généralisation itérative pour les exemples plus complexes. Au-dela
des « ensembles dont la nature n’est pas spécifiée » ([1939], p. 40), elle s’étend
a ceux qui sont formés a I’aide de structures antérieures (voir « les ensembles
que I’on considére jusqu’ici totalement indéterminés dans les structures géné-
rales regoivent une individualité plus caractérisée », [1939], p. 44). Ainsi, les
espaces probabilisés, et bien d’autres notions que les Eléments de mathématiques
prennent ou ne prennent pas en compte, tombent sous la définition bourbakiste
des structures.

1. Les mathématiciens des années 1930 s’étaient en outre convaincus que la théorie ZF consti-
tuait une formalisation satisfaisante de I’idée d’ensemble, méme s’ils avaient renoncé a en démontrer
la cohérence. Ce point n’est pas moins important que I’autre pour situer la genése du bourbakisme.
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A ce niveau de généralité, il ne faut pas un grand effort de pensée pour
retrouver I'idée de structure en dehors des mathématiques. Généralement
parlant, les axiomatisations que révelent les disciplines empiriques peuvent se
réclamer du bourbakisme pour autant qu’elles partent, en effet, de structures —
au sens ¢étendu ou itératif que nous venons d’indiquer. Les objets introduits
peuvent se trouver a une distance trés appréciable de la théorie des ensembles,
mais la conception latente n’en est pas moins la méme qu’en mathématiques. Les
axiomatisations de la physique apparues dans 1’aprés-guerre, comme celle de
MacKinsey, Sugar et Suppes [1953], illustrent facilement le schéma. Nous
verrons, a la section suivante, comment 1’idée de structure se présente en
économie’.

Bourbaki souligne fortement que la « méthode axiomatique » ne consiste pas
a définir des structures isolément. Elle a une valeur architectonique, au nom de
quoi les bourbakistes déprécient les axiomatisations qu’ils nomment
« univalentes », celles qui servent & réorganiser les théories mathématiques
isolément les unes des autres. Le reproche de stérilité parfois dirigé contre la
méthode vaudrait pleinement — disent-ils en substance — si les mathématiques en
étaient restées au stade initial, lorsque, avec Peano et Hilbert, elles ne pouvaient
traiter axiomatiquement que deux théories singulieres, I’arithmétique et la
géométrie euclidienne. L’« architecture des mathématiques », suivant le titre
d’un article fondamental de 1962, résultera de la liaison systématique des struc-
tures, plus précisément, des hiérarchies suivant lesquelles on les agence. Au plus
pres de la théorie des ensembles, les structures de lois de composition sous-
tendent 1’algebre, et les structures de relation d’ordre, la topologie. En axioma-
tisant des structures mixtes, on peut reconstruire 1’ algébre topologique et la topo-
logie algébrique. L’une des deux maniéres de descendre dans la hiérarchie des
structures est, justement, d’entrecroiser les structures €lémentaires; |’autre
consiste a particulariser une structure considérée isolément, par exemple a passer
de la structure de groupe a celle de groupe fini. Si la notion de nombre réel inter-
vient si tardivement dans le traité, c’est qu’elle représente un entrecroisement
notablement compliqué de structures. La visée architectonique met durablement
a part la conception bourbakiste de I’axiomatique. Si on I’omet, il ne reste plus
qu’une didactique magistrale des idées de base, comme celles de systeme formel
ou de pluralité des interprétations.

Il reste — ce que Bourbaki ne fait pas — a situer rigoureusement les axiomati-
sations du genre ensembliste par rapport a 1’idéal du logicien. Et, tout d’abord,
quelle est la nature exacte des énoncés qui les composent? Les objets qu’ils
servent a introduire sont tres proches des modeles des logiciens (d’ailleurs
nommgés aussi bien « structures »). Dans les deux cas, il s’agit d’ensembles rela-
tivement indéterminés sur lesquels on opere des constructions. Le logicien sera
donc tenté de faire tomber ces objets du c6té de la sémantique. Mais dans
I’intention du mathématicien, du physicien, de I’économiste, ces objets tombent

1. Sous I'influence de Suppes [1970], de Sneed [1971] et de Stegmiiller [ 1976], une école entiere
s’est attachée 2 identifier et 2 axiomatiser des « structures » dans les disciplines empiriques, depuis
la physique et la biologie jusqu’a I’histoire et I’économie. Ces travaux ne livrent pas d’information
scientifique nouvelle et s’ils apportent quelques précisions en mati¢re d’épistémologie concrete, elles
paraissent assez minces. Nous laisserons donc de c6té cette école « structuraliste » (en un sens peu
parisien) aussi bien que ses applications économiques. Pour celles-ci, on peut se reporter aux recueils
de Stegmiiller, Balzer et Spohn [1982] ou de Balzer et Hamminga [1989].
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du cdté opposé, celui de la syntaxe. Manifestement, la définition de structures,
chez Bourbaki, remplit la fonction des axiomes, et non pas de I'interprétation
des axiomes. Les signes figurant dans ces définitions sont encore muets; ils ont
certes un sens préalable, fourni par la théorie des ensembles et les théories
mathématiques antérieures, mais ils demandent a étre encore interprétés. Il
s’agit donc d’axiomes d’un genre particulier. Un genre de systéme formel
s’enchaine a eux : c’est I'ensemble des déductions partant de la définition d’une
structure'.

Mais si les structures servent de point de départ au systeme formel, ou faut-il
chercher les interprétations? Il y a une réponse possible : les interprétations
apparaitront progressivement au fur et 2 mesure qu’on tirera les conséquences.
Les exemples qui particularisent les structures, soit par entrecroisement, soit par
restriction jouent un role sémantique. C’est ainsi que I’ensemble des nombres
réels, fruit d’un entrecroisement, permet au mathématicien d’interpréter la struc-
ture de groupe. Obtenu par restriction de la structure initiale, I’ensemble des
permutations sur un ensemble fini permet également de I’interpréter. Mais il y a
une autre réponse plus évidente : les interprétations sont destinées a rester infor-
melles ou semi-formelles; qu’elles soient consignées dans la langue ordinaire ou
avec I’aide d’un symbolisme, elles figureront dans les préalables, les commen-
taires et les conclusions qui accompagnent I’activité mathématisante des
sciences. Ainsi, les systemes formels qui axiomatisent la mécanique classique
tirent leur interprétation des systémes mécaniques concrets; une telle classe
d’objets ne se laisse pas appréhender formellement. Les deux réponses sont
correctes en méme temps, quoique dans des proportions variables suivant la
discipline ou méme la théorie considérée. Sommairement parlant, il est caracté-
ristique des mathématiques de tirer leurs interprétations principalement d’elles-
mémes, les théories du niveau inférieur servant de modeles sémantiques aux
théories du niveau supérieur. Et il est dans la nature des sciences empiriques de
faire jouer le role prédominant en matiére d’interprétation a des conceptions
théoriques informelles ou semi-formelles.

Nous venons donc de voir que les axiomatisations du genre ensembliste alté-
raient profondément la distinction entre syntaxe et sémantique. La sémantique y
est répartie entre les limbes heuristiques du travail axiomatique et certains déve-
loppements qui appartiennent a la syntaxe, ce qui heurte 4 premiére vue le sens
logique®. Le mathématicien accomplit en une fois deux actes que le logicien
voudrait séparer a la fois conceptuellement et pratiquement : il exploite la
richesse déductive du systeme formel et, ce faisant, il en produit des modeles.
Altérée, la dualité syntaxe-sémantique ne disparait pas pour autant. Car la nature
linguistique des propositions sémantiques importe moins que ces deux
propriétés, dont la quatriéme section avait fait sentir le role : (A) une notion de
modele apparait plus ou moins clairement constituée; (B) la sémantique ainsi
comprise et le systeme formel sont susceptibles d’interagir et de se modifier réci-
proquement. Les deux propriétés sont étroitement liées, la seconde pouvant

1. « Faire la théorie axiomatique d’une structure donnée, c’est déduire les conséquences logi-
ques des axiomes de la structure, en s’interdisant toute autre hypothése sur les éléments considérés
de la structure (en particulier, leur nature propre). » (Bourbaki [1962], p. 41.)

2. Le langage de Bourbaki méle d’ailleurs comme 2 plaisir la terminologie de la syntaxe et celle
de la sémantique. La citation de la note précédente peut servir d’exemple.
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presque servir de critére a la premiére. Partant de la théorie informelle, on cons-
truit un systeme formel dont elle fournit le premier modele. 11 arrivera que le
systéme admette d’autres modeles dont la théorie informelle, trop restrictive, ne
tenait pas compte'. Ou bien — a 1’opposé, en quelque sorte — il arrivera que le
systeme formel ne rende pas justice a la richesse de la théorie initiale : ¢’est alors
le systeme formel qui parait trop restrictif relativement a elle. Ces découvertes
doivent conduire a reparcourir ’ensemble du processus. Tel est le va-er-vient
fécond que certains calculs logiques illustrent paradigmatiquement. Leur valeur
de référence persiste, méme s’il ne faut pas attendre de I’axiomatisation ensem-
bliste qu’elle en reproduise le fonctionnement technique.

Une idée supplémentaire, fondamentale pour la bonne intelligence de la
méthode axiomatique, va de pair avec toutes celles-ci : il n’y a aucune raison
d’attendre que I’agencement du systéme formel —la séquence particuliére
d’axiomes et de théoremes en quoi il consiste — reflete le développement naturel
du sujet. Ainsi, I’intervention tardive des nombres réels dans le traité de Bour-
baki ne correspond pas au role constitutif qu’ils jouent dans I’intuition mathéma-
tique. De méme, I’axiomatisation simultanée, par Bourbaki, du calcul des prédi-
cats et de la théorie des ensembles n’est ni véritablement intuitive, ni conforme
au déroulement historique du sujet, ni particulierement réussie sur le plan
didactique : elle n’est finalement « naturelle » en aucun sens du mot. Non sans
pathos, Bourbaki souligne I’écart que manifesterait I’axiomatisation par rapport
a D’intuition sensible®. Pourtant, du point de vue de la méthode axiomatique, il
n’y a pas de raison de privilégier cette configuration en quelque sorte défavo-
rable par rapport a la configuration opposée. D’autres axiomatisations des
mathématiques réalisent un parallélisme bienheureux entre 1’agencement tech-
nique et I'intuition opératoire. Il en va sans doute ainsi pour les groupes et
d’autres structures algébriques encore. Il en va peut-tre ainsi — encore que cela
soit contesté — pour les probabilités. Nous verrons que le parallélisme de I’agen-
cement technique et de I’intuition se présente fréquemment dans les théories
économiques axiomatisées. Considérée en elle-méme, la méthode n’implique
rien quant 2 la fréquence relative des deux configurations. Une telle indétermi-
nation s’accorde avec le principe de liberté réciproque de la syntaxe et de la
sémantique.

Nous pouvons maintenant conclure I’analyse abstraite de la méthode axioma-
tique au sens des Modernes. Celle-ci se distingue de la formalisation en général
par les propriétés spéciales des systémes formels que 1’on a résumées a la fin de
la troisieme section. Mais elle s’en distingue en outre par les propriétés (A) et
(B) de cette section. Nous n’incluons pas dans la définition ainsi proposée le
pouvoir unificateur ou architectonique de la méthode. Cette assertion concerne
sa fécondité ou 1’opportunité de I’appliquer, et il vaut mieux la dissocier des
crittres de définition proprement dits. Et nous n’inclurons pas non plus les
opinions que 1’on a pu émettre sur le parallélisme, ou I’absence de parallélisme,
entre les systemes formels et le réel percu, car si profondes qu’elles paraissent,
ce ne sont justement que des opinions.

1. « An axiom system that has one model usually has many. » (Stigum [1990], p. 38.)
2. Bourbaki est allé jusqu’a écrire que la mathématique axiomatisée et les phénomeénes pergus
n’entreraient qu’en « contact fortuit » ([1962], p. 46).
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LES AXIOMATISATIONS EN ECONOMIE

Il en va de 1’économie et des théories limitrophes comme de la plupart des
sciences : les axiomatisations y sont du genre ensembliste (le cas de I’analyse de
la connaissance discuté précédemment demeurant une exception). On s’en
convaincra facilement par une recension expéditive de trois grandes classes de
développements axiomatiques ou donnés comme tels; certains des exemples
seront repris ultérieurement.

1. En théorie de la décision, une axiomatisation consiste le plus souvent a se
donner un ensemble non vide X, appelé ensemble des choix possibles (ou
« alternatives »), et une relation binaire = sur X (appelée relation de préférence)
qui satisfait différentes conditions. L’ axiomatique la plus représentative est celle
de I'«utilit¢ de von Neumann-Morgenstern », qui, historiquement parlant,
remonte a Theory of Games and Economic Behavior (1944). Elle prend pour X
I’ensemble des mesures de probabilités définies sur un ensemble mesurable
donné, tandis que les conditions imposées a la relation = s’énoncent habituelle-
ment ainsi: préordre, continuité, indépendance. L’axiomatique de Savage
[1954] est nettement plus complexe, mais elle se rattache au méme schéma. Le
critere de décision qui est ainsi axiomatisé s’exprime fonctionnellement comme
une somme de valeurs d’utilité pondérées par les valeurs de probabilité : c’est la
formule bien connue de ['utilité espérée ou attendue'.

La double impulsion de von Neumann et Morgenstern et de Savage explique
que se soit constitué, autour de 1’utilité espérée et de ses nombreuses variantes,
un champ de recherche entier, diversement désigné aujourd’hui comme « théorie
de I'utilité », « théorie des choix », « théorie de la décision ». Celle-ci s’est enri-
chie d’autres critéres que celui de I utilité espérée. Les uns renoncent a I’additi-
vité caractéristique de la formule de I’ utilité espérée (et 1’on parle a leur propos
de « théories non linéaires de I’utilité »); les autres abandonnent les mesures de
probabilité au profit de notions différentes ou plus générales (diversement dési-
gnées comme capacités, probabilités non additives, fonctions de croyance...).
L’axiomatisation de ces différents critéres se poursuit presque exclusivement
selon le schéma précédent, dont I’importance est ainsi confirmée.

2. En théorie du choix social, on se donne un ensemble non vide X, appelé
ensemble des situations sociales; des relations binaires (dites de préférence) ou
des fonctions numériques (dites d’utilité) sur X, au nombre de n (« le nombre
d’individus »); enfin, une fonction F (dite de choix social) reliant ces n objets a
une autre relation sur X (la « préférence collective »). Les axiomes se présentent
comme des conditions posées sur F, et en particulier sur son domaine et sur son
espace d’arrivée. Arrow a fixé ce schéma dans Social Choice and Individual
Values en 1951, et il en existe aujourd’hui d’innombrables variantes’.

1. Dans le cas général, la sommation se comprend au sens de I'intégrale et de la théorie de la
mesure. Les mesures de probabilités qui interviennent dans la formule de I’utilité espérée n’ont pas
la méme origine dans le systéme de von Neumann et Morgenstern et chez Savage : dans le premier
cas, elles sont simplement données ; dans le second, elles sont produites par la construction méme.

2. Sen [1970, 1986, 1999] en fait la recension aux différentes étapes de la théorie. Pour le cas
ou les fonctions d’utilité, plutdt que les relations de préférences, servent d’argument a F, voir plus
particulierement d’ Aspremont [1985] et Bossert et Weymark [2000].
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La théorie de la négociation répond a un schéma trés voisin : on se donne une
classe X de parties de I’espace R" satisfaisant certaines propriétés mathémati-
ques (comme la compacité et la convexité), et une fonction F associant 2 chacune
de ces parties (le « probleme de négociation ») un point qui leur appartient (« la
solution »). Pour chaque « probléme de négociation » la partie considérée de R”
est '« ensemble des valeurs d’utilité réalisables ». Les axiomes apparaissent
encore une fois comme des conditions sur F, notamment sur son domaine. On
est ici dans le méme univers, technique et conceptuel, que celui de la théorie du
choix social. La théorie de la négociation remonte a Nash [1950], qui en a fixé
la recette pour de nombreux continuateurs'.

Pour autant qu’on n’y inclue pas celle de la négociation, la théorie des jeux
coopératifs obéit a des schémas formels quelque peu différents de ceux-l1a, mais
le plus souvent rangés sous la banniére de la méthode axiomatique. L’un de ses
modeles historiques est la dérivation par Shapley [1953] d’un concept de
« valeur » pour les jeux coopératifs a utilité transférable. L’économie normative
contemporaine comporte d’autres développements encore. Les concepts
premiers qui s’y rencontrent ne sont plus —ou plus exclusivement — ceux de
préférence ou de I'utilité. En ce sens, les « théories économiques de la justice »
les plus récentes divergent nettement de celles du choix social et de la négocia-
tion. Mais elles se réclament souvent aussi de la « méthode axiomatique? ».

3. En théorie axiomatique de 1’équilibre général, toutes les notions sont défi-
nies par rapport 2 X = R! (I s’appelle ici « le nombre des marchandises »). On
se donne une suite X;, i = 1, ..., m de parties non vides de R! (les « ensembles
de choix des m consommateurs »); une suite correspondante de relations de
préordre (« de préférence ») =! définies sur les X;; une autre suite Y i
Jj = 1,...,n de parties non vides de R! (les « ensembles de production des n
producteurs »); un point de R! (les « ressources initiales »). Ces données défi-
nissent une économie abstraite. D’ autres notions s’enchainent a partir de celle-
ci. Debreu [1959] a fixé ce genre d’analyse axiomatique, et elle a eu une postérité
considérable.

Cette liste est sans doute incompléte, mais il est aussi vrai qu’on ne pourrait
pas I’étendre beaucoup sans changer de registre. Par exemple, on ne voit pas
quelles théories macroéconomiques formalisées il faudrait y inclure, sauf a
rechuter dans la confusion néfaste de 1’axiomatisation avec toute espéce de
formalisation. Faut-il y insister, cette remarque ne présente aucune conséquence
désobligeante pour la macroéconomie.

La notion de systeme formel qui se manifeste dans les trois cas obéit plus ou
moins rigoureusement aux conditions par lesquelles nous 1’avons définie plus
haut. La régle (i) consistant a délimiter explicitement et définitivement les propo-
sitions premieres est certainement respectée dans toutes les axiomatisations
économiques. Elle offre un premier critere simple et tranchant, qui permet de
classer bon nombre de travaux économiques : par exemple, la théorie néo-clas-
sique du consommateur se présente tres différemment chez Debreu ou dans les
manuels avancés qui adoptent sa maniere, et chez les premiers « économistes

1. Voir notamment les synthéses de Roth [1979], Peters [1992] et de Thomson [1994], qui insis-
tent d’ailleurs sur le caractere « axiomatique » de la démarche.

2. Moulin [1988] et Fleurbaey [1996] présentent les théories visées dans ce paragraphe; ils en
affirment également le caractére « axiomatique ».
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mathématiciens », Pareto, Hicks, Allen, Samuelson, ou, encore aujourd’hui,
dans les manuels introductifs qui, a des fins didactiques, reproduisent leur style
d’exposition. Quant aux transformations autorisées sur les signes, elles résultent
en fait du choix des ensembles de départ : les ensembles X apparaissent chaque
fois avec les regles mathématiques de la « structure » dont ils sont équipés. Les
opérations disponibles dans une axiomatisation a la maniére d’ Arrow sont toutes
les manipulations ensemblistes; dans les autres théories normatives axiomati-
sées, il s’agira trés souvent de toutes les opérations d’espace vectoriel; il en va
de méme en théorie de la décision, encore que celle-ci puisse éventuellement
s’en tenir aux opérations d’espace convexe'. C’est ainsi que la condition (ii)
apparait remplie. Quant a la condition (iii), elle se manifeste au moins par le petit
nombre de propositions premiéres : trois dans les axiomatisations courantes de
I’utilité de von Neumann et Morgenstern, cinq dans 1’une des présentations clas-
siques du théoreme d’ Arrow, huit chez Savage. Ces axiomes doivent étre indé-
pendants les uns des autres, sans quoi le décompte n’aurait pas de signification
du tout. Méme en requérant ’indépendance, il existe bien des variantes possi-
bles, de sorte que le nombre d’axiomes n’est pas un indicateur tres parlant. Il faut
reconnaitre que I’ « effectivité » ne se manifeste guere, dans les axiomatisations
économiques, que par un principe de modération trés vague : les axiomes doivent
le moins nombreux possible sans nuire a la facilité d’interprétation.

Les économistes des trois groupes ont rappelé — Debreu et son école avec une
grande vigueur’ — que I’axiomatisation permettait de séparer complétement
I’inférence logique et les interprétations, et donc de contréler celle-1a plus étroi-
tement que ne le permettent les autres procédés de formalisation. De fait, les trois
groupes de théories vérifient facilement 1’idée générale suivant laquelle un
systeme formel existe et se développe indépendamment de ses interprétations.
Plus exactement, ils la vérifient a la maniére caractéristique des axiomatisations
ensemblistes, c’est-a-dire en répercutant les interprétations des théories préala-
bles. Non seulement le sens des opérations mathématiques fixées par la
« structure » est supposé connu, mais il arrive que celui des termes soit déterminé
par certaines théories « économiques » antérieures. Ainsi, on peut formuler
I’axiomatique de la négociation de Nash en faisant référence a I’ utilité espérée
au lieu de prendre la convexité du « probléme de décision » comme une donnée
premiere. Cette possibilité supplémentaire ne crée pas de difficultés: les
emprunts d’une axiomatique a I’autre se font linéairement, les théories de la déci-
sion individuelle servant d’input aux théories des choix collectifs, et non
I’inverse.

Rien de ce qui a été dit jusqu’a présent ne permettrait de déceler une singula-
rité quelconque des axiomatisations économiques par rapport au genre ensem-
bliste pris en général. On retrouve d’ailleurs le rapport en quelque sorte impur
de la sémantique et de la syntaxe qui va de pair avec ce genre : en théorie de la
décision et en théorie du choix social, pour ne citer qu’elles, Iinterprétation
apparait de deux fagons. D’une part, le systtme formel lui-méme permet

1. On peut, si on le souhaite, axiomatiser une structure d’espace convexe ou des structures appa-
rentées indépendamment d’un espace vectoriel sous-jacent. L’idée remonte en fait 2 von Neumann
et Morgenstern. Voir Mongin [2001b].

2. Les textes introductifs de Debreu [1984, 1986] sont éloquents a cet égard ; également, I’intro-
duction de Hildenbrand a Debreu [1983].
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d’obtenir des conséquences mathématiques plus concrétes, plus faciles a
comprendre que n’étaient les axiomes : typiquement, les propriétés des fonctions
d’utilité qui, suivant ’expression consacrée, « représentent » les relations de
préférences. D’autre part, les interprétations figurent aussi dans les développe-
ments informels qui précedent ou qui concluent le développement logique du
systeme formel, et servent a le « motiver », suivant une autre expression fami-
liere. S’il y a une spécificité sémantique des axiomatisations économiques, elle
tient au fait que les interprétations figurant dans les préalables informels sont
souvent tres informelles et, en outre, particulierement fenaces. Les notions
latentes de modele restent floues; les va-et-vient entre sémantique et syntaxe que
la méthode axiomatique laisse attendre ne se produisent pas si couramment. La
réalisation des conditions (A) et (B) ne va pas sans difficulté en économie.

Mais on ne peut pas traiter de maniere uniforme I’ensemble des axiomatisa-
tions économiques. Les unes jouent pour la théorie économique un réle qu’on
peut dire définitionnel : elles servent uniquement a fixer un cadre d’analyse
formelle qui est simple et univoque, en coupant court aux difficultés qu’appor-
tent les interprétations. Les axiomes résument une définition avec laquelle on
pourra travailler mathématiquement. En eux-mémes, ils ne contribuent pas acti-
vement aux résultats; ceux-ci dépendront de conditions supplémentaires. C’est
ainsi que fonctionne la notion d’« économie abstraite » chez Debreu : elle n’est
qu’une définition a utiliser, presque vide en elle-méme. Pour prouver le résultat
principal de Theory of Value (1959), Debreu introduit des hypotheses qui s’ ajou-
tent aux axiomes d’une « économie abstraite » : celle de convexité des préfé-
rences, des ensembles de production, etc. En dissociant la notion axiomatique et
les conditions facultatives, on se donne un avantage : la notion peut circuler, on
peut la reprendre indéfiniment. Dans le meilleur des cas, elle facilitera I’ établis-
sement d’une famille entiére de résultats, elle finira par unifier un domaine. C’est
le r6le que Debreu voulait faire jouer a la notion d’« économie abstraite », et
qu’il a effectivement joué dans la théorie axiomatique de 1'équilibre général'.

D’autres axiomatisations obéissent a I’objectif tout différent de formaliser
définitivement un raisonnement particulier; nous les appellerons théorématiques
pour les opposer aux précédentes. Elles servent a préparer directement un
résultat mathématique. On se donne alors, dans le méme mouvement, une défi-
nition et certaines hypotheses : les axiomes sont hautement informatifs. L’ axio-
matisation de la « fonction de bien-étre social » dans la théorie arrovienne du
choix social répond a ce modele : elle rassemble les hypotheses du célebre théo-
réme d’impossibilité. L’axiomatisation de la fonction correspondante chez Nash
débouche sur une caractérisation (par conditions nécessaires et suffisantes) d’un
certaine fonction de décision collective, le « produit de Nash ». Dans les deux
cas, le résultat est frappant; il est aussi vrai que 1’ efficacité des axiomes s’épuise
avec lui. Ils ne jouent pas, en tant que tels, de rdle unificateur. Certes, ils peuvent
réapparaitre dans le développement ultérieur de la théorie, mais a condition
seulement d’étre combinés autrement, voire complétement reformulés. En
’occurrence, la postérité d’ Arrow et de Nash s’explique par la découverte de
certaines variantes, et non pas d’une réutilisation a I’identique des axiomes de

1. Nous ne reprendrons pas systématiquement I’exemple de Debreu dans la suite de ce texte.
Parmi différents commentaires qu’il a suscités, le lecteur peut se reporter notamment 2 Schmidt
[1985], Ingrao et Israel [1990, p. 299 et suiv.] et Vilks [1992].
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départ. 11 a fallu modifier la notion méme de fonction de choix social pour intro-
duire les comparaisons d’utilité, et la théorie de la négociation a progressé en
revenant sur la condition d’« indépendance des options non pertinentes ».

La distinction entre deux familles d’axiomatisations, définitionnelles et théo-
rématiques, demande sans doute a étre nuancée : les axiomatiques de la décision,
objet de cette section, s’apparentent a la conception théorématique, mais I’évolu-
tion du domaine leur a fait jouer progressivement un role définitionnel aussi. La
dynamique des théories tend donc a brouiller la différence des deux familles.
Mais elle n’en existe pas moins dans le principe, ce que les cas polaires de
Debreu et d’ Arrow ou Nash montrent bien.

Si, comme Bourbaki, on attache un réle architectonique aux axiomatisations,
on voit aussitot que celui-ci peut étre efficacement rempli par la premiére famille
d’axiomatisation, mais que la seconde ne s’y préte pas bien. Elle s’expose alors
a la forte critique de 1’auteur des Eléments de mathématiques :

« Les premieres axiomatisations... portaient sur des théories univalentes, c’est-a-dire
telles que le systeme global de leurs axiomes les déterminaient entierement, et n’étaient
par suite susceptibles de s’appliquer a aucune théorie autre que celle d’ ot on I’avait extrait
(au rebours de ce que nous avons vu pour la théorie des groupes par exemple); s’il en
avait été ainsi pour toutes les structures, le reproche de stérilité adressé a la méthode axio-
matique aurait été pleinement justifié. » (Bourbaki [1962], p. 46; c’est nous qui souli-
gnons.)

Ce rapprochement permettra de régler une question parfois débattue en
méthodologie économique : le « bourbakisme » a-t-il pénétré I’économie mathé-
matique contemporaine ? Sil’on entend par cette expression le recours aux axio-
matisations ensemblistes, sans plus de précision, alors toutes les axiomatiques
courantes en économie sont « bourbakistes ». Mais c¢’est la presque ne rien dire,
puisque, on I'a souligné, I'orientation ensembliste de 1’axiomatisation, chez
Bourbaki, n’a rien d’original. Si, en revanche, on insiste sur la valeur organisa-
trice de I’axiomatisation, alors le « bourbakisme » des économistes est un phéno-
mene beaucoup plus rare. On s’accorde & retrouver une influence de 1’école
mathématique chez le Debreu de Théorie de la valeur, ce qui est correct. Encore
faut-il donner les bonnes raisons; elles ont trait au pouvoir unifiant des
« structures » qu’il introduit, et non pas au fait brut que cette notion se retrouve
dans son ceuvre'.

VON NEUMANN ET MORGENSTERN.
L’AXIOMATISATION DE L’'UTILITE ESPEREE

C’est a von Neumann et Morgenstern [1944] que nous faisons remonter les
premicres axiomatisations en économie ou dans les théories limitrophes. La
formation intellectuelle des deux auteurs sur les lieux et & I'époque mémes ol le
positivisme logique a pris son essor, les contacts occasionnels qu’ils eurent dans
les années 1920 avec le Wiener Kreis et le Mathematische Kolloguium, enfin et

1. On comparera cette discussion du bourbakisme en économie avec celles d'Israel [1981],
Ingrao et Israel [1987], Weintraub et Mirowski [1994] et Vilks [1995]. Certains commentaires mino-
rent I'importance de la composante architectonique.
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surtout, les travaux personnels de von Neumann — tous ces facteurs mettaient les
fondateurs de la théorie des jeux de plain-pied avec I’axiomatique des Modernes.
Von Neumann joue ici le rdle décisif, et il serait passionnant de suivre I’itinéraire
qui I’a conduit de la théorie des ensembles et de la mécanique quantique a la
théorie des jeux et de 1'utilité'. Dans les trois cas, 1’activité formalisante de von
Neumann a pris une tournure axiomatique; mais dans chaque cas, elle se
présente différemment. La définition que von Neumann donne des nombres
entiers appartient a la théorie axiomatique des ensembles; elle répond aux
canons les plus élevés de 1’axiomatisation. Celle qu’il propose de la mécanique
quantique illustre le genre ensembliste et — avant 1’heure si I’on veut — la notion
bourbakiste de structure. Dans Theory of Games and Economic Behavior, il
pratique le méme genre ensembliste d’axiomatisation, quoique, nous allons le
voir, en lui donnant alors une forte spécificité. Cette séquence révele une cassure
entre le premier travail d’axiomatisation et les deux suivants : d’abord soumis a
I’influence de Hilbert, von Neumann abandonne I’idéal « formaliste » d’axioma-
tisation dés qu’il apprend le résultat négatif de Godel®. On est stupéfait de la rapi-
dité avec laquelle il en a deviné les conséquences épistémologiques, au-dela de
I’énoncé technique du théoréme. Il n’est pas moins remarquable que von
Neumann soit resté fidele a I’axiomatique malgré cette immense déception intel-
lectuelle. Sans doute va-t-il désormais la considérer tout autrement qu’avant. Le
genre ensembliste d’axiomatisation constitue une position de repli par rapport a
la conception « formaliste » des mathématiques : c’est bien ainsi que von
Neumann le comprend. La fagon dont il le pratique en économie mathématique
est assez personnelle. I1 lie alors 1’approche axiomatique avec la combinatoire et
’analyse convexe, ce qui n’allait pas de soi; son propre travail en mécanique
quantique faisait en effet intervenir des structures plus riches (les espaces de
Hilbert). Dans le méme temps qu’il introduit la « méthode axiomatique » en
économie, von Neumann entend la libérer de sa dépendance quasi exclusive a
I’égard du calcul différentiel. Theory of Games and Economic Behavior doit €tre
lu non seulement comme un plaidoyer en faveur de celle-1a, mais comme une
défense et illustration des mathématiques les plus appropri€es a I’économie, qui
sont, en I’occurrence, des mathématiques simples. A 1'usage de I’historien des
mathématiques, on signalera ce paradoxe mineur: I’axiomatique de von
Neumann, en économie et plus généralement dans sa phase post-hilbertienne,
fait bon ménage avec les résultats non constructifs (comme le théoréme de Hahn-
Banach, fondement de I’analyse convexe).

S’agissant de la « méthode axiomatique », on pourrait contester I’ antériorité
de von Neumann et Morgenstern et alléguer le Samuelson de la théorie des préfé-
rences révélées’. Mais ni en 1938, ni dans ses écrits ultérieurs, Samuelson ne
présentait sa théorie & la maniére d’un systeme formel. Certes, I’ article constitutif
de la théorie, « A Note on the Pure Theory of Consumer Behavior » (1938), isole

1. On trouvera des indications précieuses, quoique succinctes, dans la biographie qu’Israel et
Gasca [1995] ont consacrée a von Neumann.

2. Voir Israel et Gasca ([1995], p. 42). L'expression « formaliste » désigne ici la conception
défendue par Hilbert et son école dans les années 1920. Il s’agissait idéalement d’enchainer les
systemes formels les uns aux autres de fagon que chaque systéme établit la cohérence du précédent.
Hilbert espérait démontrer ainsi la cohérence des mathématiques.

3. Les auteurs qui présentent Samuelson comme un représentant de I’axiomatique ne la séparent
pas rigoureusement de la formalisation. Cela vaut méme pour Granger ([1955], p. 195).
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des « postulats » et en tire rigoureusement certaines conséquences mathémati-
ques. Mais chez Samuelson, I’interprétation accompagne le raisonnement tout
au long; elle ne disparait qu’a I’occasion de courtes séquences déductives (en
fait, des manipulations différentielles) qui manifestent seulement la présence
d’une formalisation. L’exposé de 1938 — par ailleurs remarquable — est de
facture traditionnelle. Non seulement il ne sépare pas la syntaxe et la sémantique,
mais encore 1’enchalnement déductif s’y accompagne d’une argumentation.
Samuelson veut établir que ses « postulats » de comportement lui permettent de
retrouver la théorie néo-classique de la demande, ou du moins les propositions
principales de celle-ci. Les sauts déductifs alternent avec des commentaires qui
vont au-dela méme de !’interprétation : ils anticipent la conclusion générale,
préviennent des objections, indiquent d’autres points de vue, brossent 1’histo-
rique du sujet. C’est ainsi qu’on écrivait chez les économistes avant I’ irruption
de la « méthode axiomatique », et c’est encore ainsi qu’ils écrivent dans les
nombreux secteurs de la discipline ou elle n’a pas pénétré'.

Von Neumann et Morgenstern se réclament expressément de la « méthode
axiomatique » en deux passages au moins de leur ouvrage. Le premier est
consacré a la théorie de 1’ utilité espérée (section 3.5); un Appendice réexamine
la question en détail dans I’édition de 1947. Le second porte sur la notion géné-
rale de jeu (section 10); les auteurs le concluent en écrivant fierement « qu’un
groupe de phénomenes de nature principalement psychologique vient d’étre
axiomatisé” ». Le premier des deux passages est a I’origine de la théorie de la
décision, le second — auquel les deux auteurs prétaient plus d’importance — a
donné naissance a la théorie des jeux non coopératifs. De 1’avis ordinaire
aujourd’hui, celle-ci n’est pas exactement une théorie axiomatisée. Il y a donc
une disparité perceptible dans la postérité méthodologique de ces deux passages
clés. La définition formelle des jeux chez von Neumann et Morgenstern pourrait
servir a illustrer I'idée d’une axiomatisation définitionnelle. Les destins
contrastés des deux « axiomatiques » témoignent du fait que les économistes
privilégient le genre théorématique, quelquefois méme au point d’ignorer qu’il
existe un autre genre d’axiomatisation’. Au stade ultérieur du livre oli von
Neumann et Morgenstern abordent les jeux coopératifs, ils semblent avoir
renoncé a revendiquer pour leur analyse I’idée et le langage de 1a méthode axio-
matique (section 25, p. 238). S’agissant de la fonction caractéristique d’un jeu a
n joueurs, ils parlent seulement de « définitions » ou de « propriétés », non pas
d’axiomes, et ce qu’ils établissent a son sujet n’est pas offert comme une axio-
matisation, mais comme une « caractérisation mathématique » (ibid., p. 245). La
remarque est d’autant plus curieuse a faire que, avec la théorie de la décision,
I’analyse des jeux coopératifs représente aujourd’hui un terrain privilégié pour
I’axiomatisation telle que les économistes la congoivent.

1. Cette bréve analyse concerne Samuelson lui-méme, mais non la théorie des préférences révé-
lées en général. Depuis Uzawa [1960], celle-ci affecte clairement I’aspect d’un systéme formel.

2. « There are of course many —and most important — aspects of psychology which we have
never touched upon, but the fact remains that a primarily psychological group of phenomena has been
axiomatized. » (P. 77.)

3.1l n’est pas facile de dire si von Neumann et Morgenstern ont apercu la distinction entre les
deux genres; en tout cas, ils n’en tirent aucune conséquence. Les considérations abstraites que
’ouvrage consacre a la « méthode axiomatique » (ou « logistique ») sont réparties entre les deux
passages-clés, sans rupture de continuité.
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Le « traitement axiomatique de 1’utilité numérique » chez von Neumann et
Morgenstern (dans la section 3.5 de Theory of Games, et I’appendice de I’édition
de 1947) est le plus développé que contienne leur ouvrage, et c’est a lui que nous
nous limiterons maintenant. Il fournit I’occasion d’un développement dans lequel
von Neumann et Morgenstern exposent les points fondamentaux de leur méthode :

« A choice of axioms is not a purely objective task. It is usually expected to achieve
some definite aim - some specific theorem or theorems are to be derivable from the
axioms - and to this extent the problem is exact and objective. But beyond this there are
always other important desiderata of a less exact nature : The axioms should not be too
numerous, their system is to be as simple and as transparent as possible, and each axiom
should have an intuitive meaning by which its appropriateness may be judged directly. In
a situation like ours this last requirement is particularly vital, in spite of its vagueness :
we want to make an intuitive concept amenable to mathematical treatment and to see as
clearly as possible what hypotheses this requires. » ([1944-1947], p. 25.)

Le début de ce passage n’insiste pas tant sur la méthode axiomatique en
général que sur une idée propre aux deux auteurs, qui est de la faire servir a la
démonstration de théorémes particuliers : von Neumann et Morgenstern sont les
premiers a codifier le style théorématique de I’axiomatisation. La suite du texte
contient une idée distincte de celle-ci, également destinée a faire flores : les
axiomes doivent &tre directement interprétables, et peut-€tre méme - cela
devient clair, en tout cas, par I’exemple de 1’utilité — plus facilement interpréta-
bles que la conclusion qu’ils permettent d’obtenir. Ce que les auteurs disent de
la « signification intuitive » et du « caractere approprié » des axiomes doit étre
rapproché d’autres prises de position caractéristiques'.

Les continuateurs, notamment Luce et Raiffa ([1957], p. 25), insisteront
bientdt sur le contraste entre deux types d’interprétations pour les axiomes, les
« normatives » et les « positives », alors que von Neumann et Morgenstern
semblaient envisager les premieres avant tout. Cette distinction importe, mais
nous voulons surtout mettre en évidence le fait que les axiomes de I'utilité
espérée soient directement interprétables. Il n’est pas question pour autant de
conclure que la théorie ramenerait I’axiomatisation a la maniére des Anciens.
Von Neumann et Morgenstern percevaient trés clairement ce qui sépare la
correction des inférences et la vérité des énoncés. Les deux auteurs maitrisent la
notion, exclusivement moderne, de syst¢tme formel. A un point du livre,
d’ailleurs, ils en détaillent didactiquement les propriétés souhaitables, cohé-
rence, indépendance et complétude ([1944-1947], p. 76). Nous I'avons déja
indiqué a propos de Bourbaki : la méthode axiomatique ne dit pas en quel point
les interprétations se raccorderont le plus naturellement aux signes. Tel systeme
formel n’accueillera I’interprétation qu’en aval, ¢’est-a-dire au niveau, seule-
ment, des théorémes; tel autre I’accueille a la fois en amont et en aval. Les deux
auteurs désignaient le dernier cas comme paradigmatique pour I’économiste. La
conception moderne est certainement compatible avec cette possibilité.

En résumé, selon le canon fixé par von Neumann et Morgenstern, 1’axioma-
tisation d’une théorie économique consistera dans 1’élaboration d’un systeme

1. Ailleurs, ils réclament que les résultats de la théorie de 1’ utilité « puissent étre comparés avec
I’expérience ou tout au moins le bon sens » (1947, p. 9). Leur concept d’interprétation n’est jamais
tres exigeant.
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formel relatif a une théorie particuliere, et qui, outre les fonctions techniques
ordinaires, met en relief dans les axiomes les propriétés sémantiques les plus
importantes pour cette théorie.

L’axiome le plus remarquable de la théorie de I'utilité espérée porte sur la
propriété dite aujourd’hui d’« indépendance von Neumann-Morgenstern ».
Mathématiquement, 1’axiome est responsable de la forme « linéaire » (il vaut
mieux dire « affine ») de la fonction qui représente la préférence, ainsi que de
I’unicité relative — & une transformation « linéaire » preés — de cette représenta-
tion. Sans l'indépendance de von Neumann-Morgenstern, les axiomes de
préordre et de continuité déterminent seulement ’existence de représentations
continues, uniques A une transformation croissante preés'. Pour interpréter
I’axiome, on le paraphrase d’ordinaire ainsi : lorsque, de deux « loteries » x et y,
x est faiblement préféré a vy, alors la « loterie » composée de x et d’une loterie
tierce z dans la proportion o est faiblement préférée a la « loterie » composée de
y et de z, dans la méme proportion o; une telle propriété vaut pour tout choix de
o (entre O et 1) et de z. Par une bizarrerie qui a fait couler de I’encre, la condition
d’indépendance ne figure pas chez les deux fondateurs, alors méme qu’elle cons-
titue tout I’intérét de leur théorie ! Les manuels d’ aujourd’hui ne reprennent donc
pas I’axiomatique initiale de von Neumann et Morgenstern, mais —en la
perfectionnant — I'une de celles, plus tardives, qui expliciterent la propriété
manquante, chez Marschak [1950], Herstein et Milnor [1953] ou bien Luce et
Raiffa [1957]. Pour la discussion épistémologique, nous pouvons faire abstrac-
tion de ce point d’histoire, assurément surprenant’.

La théorie de I’ utilité espérée satisfait-elle a 1I’idée d’axiomatisation défendue
dans cet article? Elle réalise une idée techniquement satisfaisante de systéme
formel, et les propriétés de cohérence et d’indépendance y font I’objet de vérifi-
cations faciles. Mais qu’en est-il de la sémantique ? Comme nous I’avons déja
indiqué, celle-ci figure dans la théorie de deux manieres dissemblables. Tout
d’abord, certaines idées informelles permettent d’interpréter les symboles. Ainsi,
les variables x, y, z du paragraphe précédent renvoient a la notion économique
de « loterie », qui, dans la théorie contemporaine, recouvre non seulement les
billets de loterie ou d’autres objets similaires, mais encore les polices d’assu-
rance, certains titres financiers, les actifs monétaires en situation d’inflation, etc.
Il s’agit, en bref, de tous les risques économiques auxquels conviendrait I’hypo-
these que les probabilités de gains et de pertes sont a la fois extérieurement déter-
minées et connaissables par I’agent’. Le concept économique de « loterie » avait
au départ une extension moindre. Von Neumann et Morgenstern visaient primor-
dialement I’application de leur théorie de I’utilité  celle des jeux a somme nulle,
et le premier modele intuitif de leur axiomatisation semble en avoir été celui-ci :
un joueur veut se rendre impénétrable a son adversaire; il décide de rendre aléa-
toires ses propres choix de stratégie et, pour cela, utilise une roulette ou tout autre
procédé matériel des jeux de hasard. Mais, justement, le point de vue rétrospectif

1. Ceci résulte d’un théoréme bien connu de Debreu |1959].

2. En voici Iexplication, signalée pour la premiére fois par Malinvaud : ’objet primitif de
I’axiomatique de 1947 n’était pas la « loterie » elle-méme, mais la classe d’équivalence des
« loteries » telle qu’elle est déterminée par la relation de préférence. Voir I’ historique de Fishburn et
Wakker [1995].

3. Les économistes désignent ces hypotheses par I'expression trompeuse de « probabilités
objectives ».
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est pertinent pour le diagnostic que nous recherchons. Il livre une indication du
fait — éminemment positif — que le systéme formel de von Neumann et Morgens-
tern autorise des franspositions sémantiques au-dela de la toute premiere inter-
prétation qu’ils recherchaient.

La notion de modele fournie par les « loteries » est donc assez nettement
dégagée pour s’appliquer a des objets divers. Mieux que cela, un va-et-vient entre
les interprétations intuitives et les systémes s’est manifesté ici et 1a dans la théorie.
On s’est par exemple demandé si la notion intuitive de « loterie composée » était
suffisamment reconnaissable dans le systéme initial et, comme la réponse a été
négative, des variantes axiomatiques se sont fait jour afin d’en rendre mieux
compte. Celle que proposent Luce et Raiffa ([1957], p. 23 et suiv.), souvent reprise
par la suite, ne fait pas correspondre les « loteries » a des mesures de probabilité.
Les auteurs partent d’un ensemble C (de « résultats finaux ») et formalisent les
« loteries » simples en associant des nombres non négatifs et de somme 1 aux
éléments de C ; ils permettent ensuite d’associer des nombres du méme genre aux
objets précédents, ce qui rend I’idée de « loterie composée ». Dans ce langage plus
expressif, ils peuvent énoncer un axiome de « réduction des loteries composées »
aux loteries simples, qui n’avait pas sa place dans le systeme initial et dont I’effet
peut s’énoncer ainsi : on multipliera les nombres entre eux comme sion avait affaire
a des probabilités composées. Tout ce développement est tres facile et prévisible,
puisqu’il revient a détailler un fait élémentaire du calcul des probabilités au lieu de
se le donner d’emblée. Mais le langage volontairement naif de Luce et Raiffa aura
permis d’expliciter un axiome supplémentaire, ce qui, rétrospectivement, a facilité
la critique sémantique et méme certains développements positifs de la théorie.

Sous un autre angle, la sémantique se manifeste, au sein du formalisme méme,
par le résultat d’existence et d’unicité du « théoréme de représentation’ ». Celui-
ci met des objets ensemblistes relativement concrets (la fonction d’utilité
« linéaire ») en regard des conditions relativement abstraites dont il part. Pour
employer une terminologie philosophiquement plus précise, les mémes objets
sont décrits « intensionnellement » dans les axiomes servant d’hypothéses au
théoreme, et « extensionnellement » dans sa conclusion. Celle-ci entre alors avec
ceux-la dans le rapport analogique d’une sémantique & une syntaxe. (On pourrait
presque voir une indication supplémentaire de ce fait dans I’expression méme de
« théoreéme de représentation », pour autant que 1’on passe sur la différence entre
signification et représentation.) En outre, la conclusion du théoréme joue le role
utilitaire dévolu a la sémantique : c’est elle qui permet de s’assurer que le
systtme d’axiomes est non contradictoire (puisqu’il est vérifié par I'utilité
« linéaire » dont on peut supposer que la notion est non contradictoire), et ¢’est
elle aussi qui permet de vérifier I'indépendance logique du troisiéme axiome
(puisque toute utilité n’est pas « linéaire »).

Au sens quasi syntaxique des « théorémes de représentation », la notion
implicite de modele sémantique dépend de la conclusion retenue; mais des lors

1. Cette considération est de nouveau rétrospective : von Neumann et Morgenstern situaient les
interprétations dans I’informel exclusivement Le systéme formel particulier qu’ils développent en
1947 a pu influencer ici leur point de vue.

2. Des résultats de Fishburn [1982] sur les préordres lexicographiques permettent de vérifier
1’indépendance de I’axiome de continuité. Quant a eux, Von Neumann et Morgenstern ([1944-1947],
p. 27) tenaient I’indépendance de leur systéme pour évidente.
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que la théorie de I’ utilité espérée a multiplié les variantes, il n’y a plus a discuter
la réalité d’un va-et-vient entre syntaxe et sémantique. Des deux maniéres qu’on
la congoive finalement, la sémantique de I’utilité espérée vérifie approximative-
ment les conditions (A) et (B) de la section 5.

Ce diagnostic favorable a demandé le recul du temps: 1’axiomatisation
initiale n’était qu’une promesse. L’observation relativisante, sur laquelle il faut
insister, vaut encore pour l’appartenance de I’axiomatique a la famille
théorématique : avec 1’évolution de la théorie économique générale, elle en est
venue a jouer dans certains contextes un rble principalement linguistique.
Lorsque les économistes d’aujourd’hui invoquent I’ « hypothése von Neumann-
Morgenstern » sans donner d’explication, presque machinalement, ils ne font de
leur point de vue qu’introduire une définition. Ainsi, le cours de la science peut
brouiller I’opposition simple entre deux familles d’axiomatisation, la théoréma-
tique et la définitionnelle. Mais celle-ci garde une signification de principe, et
I’étude des concepts pris a leurs sources, surtout quand elles sont aussi parlantes
que Theory of Games and Economic Behavior, en confirme la pertinence.

ARROW, NASH ET L’AXIOMATISATION
DES THEORIES NORMATIVES

A c6té de von Neumann et Morgenstern, il semblerait qu’on doive faire figurer
Arrow [1951] parmi les premiers maitres de I’axiomatisation en économie. Cette
attribution parait d’autant plus naturelle que, historiquement, Arrow est le premier
€conomiste a symboliser la préférence individuelle par des relations binaires; au
moment o il écrivait son livre, il ne pouvait appréhender la théorie des relations
qu’en remontant simultanément aux sources logiciennes de I’axiomatique'. Pour-
tant, Social Choice and Individual Values ne fait guére état de la méthode, et les
fameux « axiomes d’ Arrow », suivant une expression devenue banale par la suite,
s’intitulent pour partie « conditions ». Ce choix terminologique n’est sans doute
pas indifférent. Le souci de justifier les « conditions » différemment suivant le
contexte économique, éthique ou politologique; la volonté de toucher un public a
la fois divers et peu rompu aux mathématiques; le soin mis a résoudre des ques-
tions préexistantes, comme celle des « principes de compensation » en économie
dubien-Etre; toutes ces considérations, et d’autres encore, ont dd jouer leur role. Le
style de cet ouvrage extraordinairement novateur demeure traditionnel par son
alternance caractéristique d’inférences logico-mathématiques et de commentaires
conceptuels, de références historiques, d’apergus généralisants, de polémiques
ébauchées. L’ écriture d’ Arrow, en 1951, est somme toute plus proche de celle du
Samuelson de 1938 que du style axiomatique dont von Neumann et Morgenstern
venaient de faire la propagande en 1944°.

Voici 'une des rares allusions qui soit faite a la méthode axiomatique dans
I'ouvrage d’Arrow : « One of the great advantages of the abstract postulational
methods is the fact that the system may be given several different interpretations,
permitting a considerable saving of time. » ([1951-1963], p. 87.)

1. Il emprunte la théorie des relations a Tarski [1941].
2. Nous avons insisté ailleurs (Mongin [1999]) sur la construction argumentative, plutdt que
strictement axiomatique, de Social Choice and Individual Values.
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A juste titre, Sen [1999] a isolé cette phrase pour la rapporter a la maniére
— pour le coup explicitement axiomatisante — des théories ultérieures du choix
social. Il faut lire I’ensemble du passage pour se convaincre qu’Arrow ne
voyait pas uniquement des avantages aux « méthodes postulationnelles
abstraites » : le théoréme d’impossibilité, dit-il en substance, s’applique dans
toutes les interprétations concevables de ce qu’on appelle « état de 1a société »
(social state). On peut rapporter cette variable aux « décisions de la société »
(social decisions) aussi bien qu’aux « fins de la société » (social ends). Mais
la condition de domaine universel ne s’ applique pas a la seconde interprétation,
alors méme qu’elle est défendable pour la premiere. Si, comme on peut le
penser, les « fins de la société » résultent de 1’histoire, voire de 1’évolution
biologique, il faut conclure que celles-ci élimineront certaines combinaisons
non viables des préférences individuelles, de sorte que la condition de domaine
universel devient problématique. En revanche, s’il s’agit de sélectionner une
« décision de la société », on peut admettre qu’il faille prendre en compte
I’ensemble des combinaisons de préférences a priori concevables, et la condi-
tion de domaine universel apparait plus facile a défendre.

Arrow n’approfondit pas cette discussion, mais il semble avoir eu la prés-
cience d’un mauvais destin possible de la théorie du choix social. La difficulté
qu’elle rencontre est de donner un sens aux axiomes pris ensemble et non pas
seulement un a un. La condition de domaine universel peut s’accommoder d’une
interprétation par les décisions effectives plutdt que par les fins. Fort bien. Mais
qu’en est-il alors, par exemple, de la condition d’unanimité (ou de « souveraineté
du consommateur ») 7 Garde-t-elle sa valeur contraignante lorsqu’on ne parle
plus des fins? Et qu’en est-il des autres conditions? Le mauvais destin de la
théorie serait de démontrer des théorémes privés d’interprétation alors méme que
les hypotheses dont ils partent ont, séparément, une ou plusieurs interprétations
raisonnables. La minorité d’auteurs qui, aujourd’hui, nient I’intérét conceptuel
du théoreme d’impossibilité de 1951 semble avoir en vue cette configuration
sémantique déplaisante. Il est instructif qu’ Arrow ait entrevu une faille possible
de la théorie du choix social dans le passage méme ou il envisage la méthode
qu’elle suivra bientot sans réticence. La faille est en rapport avec la méthode : la
séparation des signes et des interprétations, telle que 1'accomplissent les
systemes formels, permet certes de progresser, mais on ne sait pas nécessaire-
ment vers quel but'.

Nous avons mentionné d’autres développements de la théorie normative
axiomatisante : la théorie de la négociation & la mani¢re de Nash [1950] et la
théorie des jeux coopératifs, non pas tant a la maniere de von Neumann et
Morgenstern que de Shapley [1953]. Dans les deux domaines, il s’est développé
un style d’analyse dont le principe est & peu pres celui-ci. On commence par
formuler a un haut niveau d’ abstraction les conditions (dénommeées « axiomes »)
que devraient satisfaire les régles d’évaluation collective ; on examine ensuite les
conséquences des conditions prises ensemble et, autant que possible, on décrit
I’ensemble des regles qui les vérifient exactement. Si cet ensemble est vide, on
a démontré une impossibilité, ce qui est un résultat informatif puisque, par hypo-
these, les conditions de départ décrivaient des propriétés souhaitables. Si

1. Cette difficulté essentielle n’a pas échappé non plus, il s’en faut, a Sen, alors méme qu’il a
vigoureusement contribué a orienter la théorie du choix social vers I’axiomatique.
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I’ensemble n’est pas vide, on a caractérisé une classe de regles (qu’on appelle
« solution »)".

La déduction peut servir aussi bien a retrouver des régles existantes ou natu-
relles qu’a introduire des regles originales; les conditions peuvent étre a leur tour
soit familieres, soit inédites. Les articles de Nash et de Shapley, qui servent ici
de modeles, obtenaient des regles inédites —le « produit de Nash » et la
« valeur », respectivement — a partir de conditions qui I’étaient en partie ; mais
ce n’est 1a qu’un cas possible; ailleurs, la théorie dérive des formules connues,
comme la somme ou ’égalité des niveaux d’utilité. On s’attend normalement
que la classe caractérisée présente une certaine unité mathématique. Idéalement,
elle constitue un singleton, mais on s’accommodera des embranchements et,
surtout, des alternatives : les régles sont ou bien d’un genre, ou bien d’un autre.
Passé la premicre étape déductive, différents développements peuvent
s’envisager : la transformation des impossibilités en caractérisations ou vice
versa; la transformation d’une caractérisation en une autre; 1’exportation des
résultats déja obtenus dans une théorie formelle voisine, comme on a pu trans-
crire ceux la négociation dans le langage du choix social.

A ce niveau de généralité, la méthode s’applique aussi bien a la théorie du
choix social qu’aux deux théories coopératives qui en ont fixé littéralement le
style, et nous les traiterons désormais toutes trois ensemble. Nous nous efforce-
rons d’évaluer a la fois le caractére authentiquement axiomatique de la démarche
et, quoique plus brievement, sa pertinence pour les questions normatives abor-
dées. Le passage des conditions aux régles —qu’on appellera méthode des
caractérisations — présente un caractere évidemment déductif et formel, mais il
ne coincide avec une axiomatisation que s’il manifeste les propriétés supplémen-
taires sur lesquelles nous n’avons cessé d’insister.

A la question de savoir si laméthode des caractérisations produit des systemes
formels, on peut répondre facilement par I’affirmative. Les propriétés (i), (ii),
(iii) se retrouvent analogiquement, comme il en allait en théorie de I'utilité
espérée. Le fait que les caractérisations puissent étre mathématiquement rudi-
mentaires — en particulier dans les articles de base — ne fait rien a I’affaire’.
Comme la théorie de la décision, I’économie normative contemporaine abonde
en démonstrations que — avec un peu d’effort — on peut considérer comme autant
de systemes formels miniatures. Il est plus intéressant de s’interroger sur la place
et la nature de la sémantique dans la méthode des caractérisations. La particula-
rité saillante des théories normatives tient & ce qu’elles ne s’appuient pas
couramment, ou pas véritablement, sur des théories informelles constituées. 11
est vrai que des régles comme 1’ utilitarisme, ou des principes comme le traite-
ment égal des égaux, préexistent dans la réflexion traditionnelle, et il est aussi
vrai que, depuis Rawls plus particulierement, la philosophie morale et politique

1. Deux praticiens de la méthode la résument dans le passage suivant : « We follow an esta-
blished tradition of game theory by secking an axiomatic solution to (our) question (see, for example,
Nash [1950] and Shapley [1953]). That is, we postulate conditions, or axioms, which we feel are
desirable for a solution to satisfy and investigate the logical and mathematical consequences of these
axioms. As it turns out, the axioms discussed in this paper are strong enough to determine essentially
a unique solution. » (Kalai et Samet [1985], p. 307).

2. Ceux de Nash et de Shapley sont simples et succincts, et d’ailleurs écrits sans prétention
méthodologique d’aucune sorte. Contrairement aux passages correspondants chez von Neumann et
Morgenstern, ces articles ne revendiquent ni I’un ni I’autre la « méthode axiomatique ».
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intervient efficacement, a c6té de I’intuition quotidienne et de la tradition, pour
renouveler les motivations du travail formalisé. Mais il n’est pas si fréquent
qu’une théorie, en un sens tant soit peu organique du mot, précede la mise en
forme et serve de premier modele aux « axiomes ». La comparaison avec 1’ utilité
espérée est, a cet égard, éclairante : la notion économique de « loterie » est nette-
ment plus déterminée que celle d’« état de la société », dont nous évoquions plus
haut les fluctuations sémantiques considérables. On ne peut pas nier qu’il existe
une théorie informelle au point de départ de I’axiomatisation de von Neumann-
Morgenstern. Cela n’est pas vrai de la théorie formelle d’ Arrow, qui, en méme
temps qu’une interprétation satisfaisante pour I’ensemble des « axiomes », a dii
rechercher aprés coup les théories informelles qui lui correspondent.

Les théories de la négociation ou des jeux coopératifs sont encore plus étran-
gement placées au point de vue sémantique, parce qu’elles se présentent
d’emblée comme des constructions sous forme réduite. Un « probleme de
négociation » est la donnée d’un ensemble de vecteurs d’utilité de provenance
indéterminée ; un «jeu coopératif sous forme caractéristique (2 utilité
transférable) » est la donnée de montants d’utilités cumulés (un pour chaque
coalition), encore de provenance indéterminée. Aux systémes formels batis sur
ces objets, il parait difficile d’associer directement autre chose que des idées
floues, comme celles-ci : une tractation mutuellement avantageuse et déterminée
dans son point d’arrivée (négociation); une entreprise collective que ses partici-
pants pourraient quitter pour fonder des entreprises de plus petite taille (jeux
coopératifs). L’autre maniére de doter ces systémes d’une interprétation est pure-
ment indirecte : elle consiste a sélectionner 1’une des théories formelles dont ils
représentent la forme réduite et a s’en remettre aux interprétations informelles
accompagnant cette théorie. Sans doute est-ce la maniére normale de procéder;
dans le cas de la négociation, elle est d’ailleurs conforme a ce qu’il est mainte-
nant convenu d’appeler le « programme de Nash » et que 1’on rattache & son
article de 1953. Mais il peut se trouver plusieurs théories formelles sous-jacentes,
celles-ci renvoyant a des registres multiples. Les intuitions précises que I’on peut
associer aux concepts de « probleme de négociation » ou de « jeu coopératif sous
forme caractéristique » seront alors disparates, de sorte que la conclusion
demeure : un systéme formel employant ces concepts ne proceéde pas d’une
théorie informelle structurée’.

Nous avons proposé de rechercher la sémantique des axiomatisations ensem-
blistes non seulement dans les considérations informelles qui les entourent, mais
aussi dans certains théorémes du systeme formel. C’est a ce point qu’on rencontre
une particularité des théories normatives qui n’a pas échappé aux observateurs
attentifs’. Du point de vue des systtmes formels, la distinction entre les
« axiomes » (qui énoncent les conditions) et les « solutions » (qui énoncent les
regles) estarbitraire. En théorie du choix social et de la négociation, ainsi que dans
les multiples caractérisations de la valeur au sens de Shapley, les conditions
portent directement sur la fonction F qui représente la regle. Elles sont donc de la
méme nature syntaxique, exactement, que la « solution ». On peut se laisser guider

1. Nash voulait plonger sa théorie de la négociation dans sa théorie des jeux non coopératifs. Les
travaux ultérieurs ont montré qu’il n’y avait pas de maniere canonique de procéder. Le rattachement
des jeux coopératifs aux jeux non coopératifs est sujet a plus de variation encore.

2. Notamment Fleurbaey ([1996], p. 8-9).
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ici par une analogie de I’algebre élémentaire : une caractérisation consiste a
résoudre un systeme d’équations dont F est I'indéterminée. De méme qu’en
algebre les solutions affectent la forme d’un systéme particulier, de méme, ici,
elles sont, formellement parlant, encore des « axiomes ». Sil’on préfere le point de
vue ensembliste, on dira que chaque condition énonce par elle-méme une classe de
regles, la caractérisation consistant a étudier 1’intersection des différentes classes;
vues de cette autre maniére, les conditions sont déja des « solutions ». Considérons
I’exemple trés simple de la « dictature » et de la « non-dictature » en théorie du
choix social : la premiere évoque plutdt une regle, et la seconde figure d’ordinaire
dans une condition, mais on peut aussi bien échanger les r6les.

La théorie de la décision n’est pas exactement logée a la méme enseigne,
parce que ses principaux théorémes énoncent les hypotheses dans un langage
plus restreint que celui des conclusions. Les fonctions d’utilité qui représentent
les relations de préférence doivent étre construites : elles ne figurent pas encore
dans les axiomes. Aupres d’un spécialiste contemporain, on ne ferait pas facile-
ment passer pour « axiomatique » une caractérisation qui partirait du méme
genre d’objets que ceux qu’elle prétend retrouver'. Il faut sans doute nuancer la
comparaison : dans les théories normatives, les « solutions » peuvent servir de
formules de calcul, de sorte qu’il y a tout de méme une différence avec les
axiomes (il en va précisément ainsi chez Nash et Shapley). Les caractérisations
peuvent remplir certaines fonctions techniques dévolues aux modeles : par
exemple, elles servent a établir la cohérence du systéme ou a vérifier I’indépen-
dance mutuelle des axiomes. Mais ces considérations appartiennent 4 la pragma-
tique des systemes formels. En bref, la dissimilarité linguistique des « axiomes »
et des « représentations » influence I’idée que les secondes serviraient de séman-
tique aux premiers. Inversement, la parenté formelle des « axiomes » et des
« solutions » rend cette idée peu satisfaisante.

En résumé, les systémes produits par la méthode des caractérisations tendent
a rester en dega de I’axiomatique : non pour des raisons formelles, mais parce
que le sous-développement de la sémantique empéche d’identifier une notion de
modele (propriété A) sur laquelle la méthode effectuerait des va-et-vient
(propriété B). Les théoriciens normatifs semblent toutefois préférer 1’appella-
tion de «méthode axiomatique» a celle, descriptivement correcte, de
« méthode des caractérisations ». On peut les laisser redéfinir les termes comme
ils I'entendent, pour autant qu’ils en limitent 1’usage a ce qu’ils font : la sponta-
néit€ linguistique facilite le progrés des sciences. Mais ils doivent bien
comprendre qu’en redéfinissant nominalement la « méthode axiomatique », ils
perdent les connotations valorisantes qu’en fait ils recherchaient. Le gott du
vocabulaire axiomatique est parfois trop insistant pour qu’il n’apparaisse pas
comme un effort pour gagner en respectabilité mathématique. Ajoutons que le
progres des idées demande aussi qu’on limite les obstacles 2 leur circulation, et
donc les patois. En I’occurrence, appeler « méthode axiomatique » celle des
caractérisations, c’est instaurer un usage dialectal pour une communauté bien
restreinte’.

1. Ainsi, I'analyse de I’ « utilité espérée généralisée » a la maniere de Machina [1982] ne passe
pas pour une axiomatisation et n’est d’ailleurs pas donnée pour telle. (L’ hypothese de différentiabilité
faite par Machina se formule directement sur les fonctions d’utilité.)

2. Tous les théoriciens normatifs ne poussent pas la candeur au degré de Thomson [2001].
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Au demeurant, la valeur intrinséque des caractérisations est parfois considé-
rable. Ce point ressort d’autant mieux qu’on apercoit la proximité de la méthode
avec celle de I’éthique traditionnelle; sous cet angle, elle est plus riche que la
méthode axiomatique. La distinction des conditions et des régles, dans le forma-
lisme, renvoie a celle, qui est de nature morale, entre les normes et les régles
d’évaluation ou d’action. Les normes s’expriment universellement et
catégoriquement : « il ne faut pas chercher a réaliser un état de la société auquel
les individus dans leur ensemble en préféreraient un autre », « il faut attribuer les
mémes ressources a deux individus placés dans les mémes circonstances ». La
nature méme de ces énoncés interdit de les mettre en pratique tels quels. Pris en
eux-mémes, ils sont typiquement insuffisants pour autoriser une conclusion
pratique; ils se donnent souvent d’ailleurs comme des prohibitions plut6t que
comme des maximes positives. Conjointement, ils peuvent entrer en conflit ou,
tout aussi bien, ne pas suffire encore A déterminer les conclusions. A coté des
normes, il faut donc des regles pragmatiques, qu’il s’agisse de recommandations
d’action ou, simplement, de classements des états en plus ou moins désirables :
c’esta ce niveau que s’effectue la synthése nécessaire des normes multiples, avec
les arbitrages éventuels qui s’imposent. La synthese recherchée ne releve pas
d’une décision au cas par cas, mais d’une regle. C’est ainsi que les conceptions
éthiques se présentent couramment selon deux modalités hiérarchisées, quoique
toutes deux généralisantes. La distinction qui intéresse les théoriciens normatifs
trouve ainsi sa justification, loin d’une analogie mathématique pompeuse, mais
dans la tradition d’analyse morale qu’elle perpétue.

On a cependant contesté la méthode des caractérisations pour 1’une ou I’autre
des raisons suivantes. On lui reproche d’abord de conduire trop facilement a des
impossibilités. Cette critique est au fond prise en compte par ceux-la mémes qui
la pratiquent : ils regardent les résultats négatifs comme d’autant plus intéres-
sants qu’ils seront bientdt suivis de caractérisations positives. Le sort particulier
qui est fait au théoréme d’Arrow, et, dans un domaine voisin, au théoreme de
Gibbard [1973] sur la non-manipulabilité des procédures de vote, provient de ce
qu’ils ont guidé heuristiquement la théorie vers les régles qui surmontent le
verdict d’impossibilité'. Méme en se limitant aux résultats positifs, on a pu dire
—¢’est une autre objection — que la méthode était insuffisamment contrainte :
une méme régle admet une pluralité de caractérisations qu’on ne peut pas classer
sans arbitraire en « pertinentes » et « non pertinentes », alors méme qu’elles
pointent vers des intuitions normatives diversifiées, sinon conflictuelles. Le
désordre inhérent a I’intuition morale pré-théorique se retrouverait, sous une
forme subtile, dans la prolifération de théorémes démontrés un peu trop facile-
ment par des spécialistes ingénieux. Par ailleurs, la mise en équivalence des
régles et de certaines normes abstraites n’apporte pas toujours de précisions par
rapport a la connaissance directe des regles : ¢’est une fleche qu’on a pu diriger
contre les théories du choix social post-arroviennes®. Enfin, ¢’est une difficulté
d’un autre genre, les caractérisations peuvent dépendre étroitement des hypo-
theses faites sur les domaines de définition. La fonction dictatoriale d” Arrow ne

1. Voir par exemple Moulin (] 1988], p. 3) et les remarques de Sen allant dans le méme sens en
introduction a I’ouvrage.

2. Par exemple, connaitre la norme de comparabilité interpersonnelle de I utilitarisme n’apprend
pas grand chose une fois qu’on connait la régle elle-méme.
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constitue pas la meilleure illustration a cet égard, parce que le théoréme d’impos-
sibilité a relativement bien surmonté 1’expérimentation théorique faite sur les
« domaines restreints », mais les exemples ne manquent pas ailleurs.

En liaison avec ces différentes critiques, certains théoriciens négligent I’ infé-
rence des conditions aux régles pour étudier les conséquences des régles prises
comme termes premiers. L’ analyse est encore déductive, quoique trés différente
de la précédente. Elle a remporté un succes particulier en théorie du vote, o
I’objectif pratique de la démarche était plus évident qu’en économie normative.
Dans ce domaine, les caractérisations existantes ne passent pas pour étre spécia-
lement éclairantes : en dehors du cas élémentaire de deux candidats, la régle de
la majorité simple ne se laisse pas facilement caractériser'. Il est alors tentant
d’examiner les propriétés concretes des regles, par exemple la fréquence des
« profils de préférence » pour lesquels la régle de la majorité simple engendre
des cycles, la regle de Condorcet détermine un gagnant, etc. Poussant I’idée plus
loin, on fera varier simultanément les profils et les regles usuelles, en classant
les profils suivant leur aptitude a fournir un verdict indépendant ou non de la
régle retenue’.

Les critiques auxquelles nous venons de faire écho portent sur la méthode des
caractérisations elle-méme, et elles sont évidemment distinctes de celle que nous
avons avancée, qui concernait seulement la qualification axiomatique de la
méthode. Mais les deux critiques peuvent se rencontrer ainsi : en mettant en
avant la « méthode axiomatique » plutdt que, simplement, le formalisme et la
déduction, on est implicitement conduit a privilégier un traitement méta-éthique
de la théorie normative par rapport a I’analyse éthique directe. L’ axiomatisation,
on I’a dit, approfondit la séparation des signes et du sens qui est présente dans
les formalismes en général; elle autonomise les systémes formels au point de les
constituer comme des objets d’étude indépendants. En recherchant I’analogie de
la méta-mathématique plut6t que celle des procédés d’examen traditionnels en
théorie morale, on ne tire pas I’économie normative dans la direction la plus
féconde heuristiquement, et I’on risque de d’orienter I’effort intellectuel vers des
exercices ingénieux, mais secondaires.
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